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Cartea a fost elaboratd in cadrul proiectului POSDRU/56/1.2/S/32768,
“Formarea cadrelor didactice universitare si a studentilor in domeniul uti-
lizarii unor instrumente moderne de predare-invatare-evaluare pentru disci-
plinele matematice, in vederea crearii de competente performante si practice
pentru piata muncii”.

Finantat din Fondul Social European si implementat de catre Ministerul
Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului, in colaborare cu The Red Point,
Oameni si Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea Tehnicd de
Constructii din Bucuresti, Universitatea “ Politehnica” din Bucuresti, Uni-
versitatea din Pitesti, Universitatea Tehnicd “ Gheorghe Asachi” din Iasi,
Universitatea de Vest din Timigoara, Universitatea “ Dunarea de Jos” din
Galati, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Universitatea “1 Decembrie
1918” din Alba-Iulia, proiectul contribuie in mod direct la realizarea obiectivu-
lui general al Programului Operational Sectorial de Dezvoltare a Resurselor
Umane — POSDRU si se inscrie in domeniul major de interventie 1.2 Calitate
in Invatamantul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor
matematice la cerintele pietei muncii si crearea de mecanisme si instrumente
de extindere a oportunitatilor de invatare.

Evaluarea nevoilor educationale obiective ale cadrelor didactice si studenti-
lor legate de utilizarea matematicii in invataméantul superior, masterate si doc-
torate precum gi analizarea eficacitatii si relevantei curriculelor actuale la nivel
de performanta gi eficienta, in vederea dezvoltarii de cunogtinte si competente
pentru studentii care invata discipline matematice in universitati, reprezinta
obiective specifice de interes in cadrul proiectului. Dezvoltarea si armonizarea
curriculelor universitare ale disciplinelor matematice, conform exigentelor de
pe piata muncii, elaborarea gi implementarea unui program de formare a
cadrelor didactice si a studentilor interesati din universitatile partenere, bazat
pe dezvoltarea si armonizarea de curriculum, crearea unei baze de resurse
inovative, moderne gi functionale pentru predarea-invatarea-evaluarea in dis-
ciplinele matematice pentru invatamantul universitar sunt obiectivele specifice
care au ca raspuns materialul de fata.

Formarea de competente cheie de matematica gi informatica presupune
crearea de abilitati de care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea per-
sonald, incluziune sociald gi insertie pe piata muncii. Se poate constata insa
ca programele disciplinelor de matematica nu au intotdeauna in vedere iden-
tificarea si sprijinirea elevilor gi studentilor potential talentati la matematica.
Totusi, studiul matematicii a evoluat in exigente pana a ajunge sa accepte
provocarea de a folosi noile tehnologii in procesul de predare-invatare-evaluare
pentru a face matematica mai atractiva.

In acest context, analiza flexibilitatii curriculei, insotita de analiza metode-
lor gi instrumentelor folosite pentru identificarea gi motivarea studentilor talen-



tati la matematica ar putea raspunde deopotriva cerintelor de masa, cat si
celor de elita.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizeaza determinarea unor
schimbari in abordarea fenomenului matematic pe mai multe planuri: infor-
marea unui numar cat mai mare de membri ai societatii in legatura cu rolul si
locul matematicii in educatia de baza in instructie si in descoperirile gtiintifice
menite sa Imbunatateasca calitatea vietii, inclusiv popularizarea unor mari
descoperiri tehnice, §i nu numai, in care matematica cea mai avansata a ju-
cat un rol hotarator. De asemenea, se urmareste evidentierea a noi motivatii
solide pentru invatarea si studiul matematicii la nivelele de baza si la nivel de
performanta; stimularea creativitatii si formarea la viitorii cercetatori matem-
aticieni a unei atitudini deschise fata de insusirea aspectelor specifice din alte
stiinte, In scopul participarii cu succes in echipe mixte de cercetare sau a
abordarii unei cercetari inter gi multi disciplinare; identificarea unor forme
de pregatire adecvata de matematica pentru viitorii studenti ai disciplinelor
matematice, in scopul utilizarii la nivel de performanta a aparatului matematic
in construirea unei cariere profesionale.
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Prefata

Calculul operational gi transformarile integrale sunt instrumente deosebit de
utile in rezolvarea multor probleme de analiza matematica, ecuatii diferentiale,
ecuatii cu derivate partiale, functii speciale, probabilitati, teoria agteptarii, ter-
modinamica, inginerie electrica, electronica, automatica, mecanica etc. Trans-
formarea Laplace are numeroase aplicatii in rezolvarea unor probleme Cauchy,
in fizica, ingineria electrica etc. Transformarea Fourier se foloseste pe scara
larga in probleme la limita sau In procesarea semnalelor. Transformarile mul-
tidimensionale intervin in studiul sistemelor multidimensionale (2D si nD),
datorita numeroaselor aplicatii in diferite domenii cum ar fi procesarea imag-
inilor, tomografia computerizata, geofizica, seismologie etc.

Transformaérile integrale au fost impuse de existenta unor tipuri de prob-
leme dificil de rezolvat in forma lor originala, dar care devin abordabile printr-o
transformare. Astfel ecuatiile diferentiale sau integro-diferentiale in ”domeniul
timp” devin simple ecuatii algebrice in ”"domeniul frecventa” prin aplicarea
transformarii Laplace. Apoi transformarea inversa produce solutia din dome-
niul initial corespunzatoare solutiei algebrice. Prin aplicarea transformarii
Fourier la ecuatia caldurii (ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea) se
obtine o ecuatie diferentiald simpla. Metodele frecventiale, bazate pe trans-
formarea Laplace (in cazul continuu) si pe transformarea Z (in cazul discret)
au contribuit decisiv la dezvoltarea teoriei sistemelor si controlului.

Istoria transformarilor integrale isi are radacinile in secolul 18. Un precur-
sor a fost Jean le Rond D’Alembert, care in 1747 a utilizat suprapunerea unor
functii sinus pentru a descrie oscilatiile corzilor de vioara.

Metoda de calcul al coeficientilor care poarta numele lui Fourier a fost de
fapt propusa de Leonhard Euler in 1777 si a fost apoi utilizata in 1807 de
Joseph, baron Fourier pentru studiul ecuatiei caldurii. Seriile Fourier, utile
pentru reprezentarea functiilor in intervale finite, au fost extinse de el la in-
tervale infinite, conducand la integrala si transformarea Fourier.

Gottfried Leibniz a introdus operatori pentru reprezentarea operatiilor de
derivare gi integrare. Aceste idei au fost continuate si extinse de L.F.A. Ar-
bogast, M. Servois si de matematicienii englezi Heargrave, Boole, Bownin,
Carmichael, Doukin, Graves, Murphy, Spottiswoode gi Sylvester. Astfel, R.



B. Carmichael (1855) si George Boole (1859) au aplicat metodele operatoriale
la ecuatii diferentiale si ecuatii cu derivate partiale.

Oliver Heaviside a elaborat metodele calculului operational necesare re-
zolvarii unor ecuatii diferentiale, in special in lucrarile sale asupra teoriei elec-
tricitagii (1892), electromagnetismului (1899) sau al ecuatiilor fizicii matem-

atice (1892-1894). El a utilizat operatorul D = 4 introun mod de caleul
algebric, obtinand rezultate fundamentale in tehnica si in fizica, dar si unele
incorecte, nefiind interesat de conditii de existenta.

Au fost apoi mai multe incercari de a justifica metodele operationale for-
male ale lui Heaviside. La inceputul secolului 20 o serie de matematicieni
printre care Wagner (1916), Carson (1922) si Doetsch (1930) au realizat conex-
iunea calculului operational cu transformarea Laplace gi au pus metodele lui
Heaviside pe o baza riguroasa, combinand metodele algebrice si cele analitice.
Ei au utilizat doua spatii, cel al functiilor original si cel al transformatelor.

In 1954, matematicianul francez Laurent Schwartz a introdus conceptul de
distributie, stabilind proprietatile de baza, operatiile cu distributii, extinzand
transformarea Fourier la distributii temperate. Matematicianul polonez Jan
Mikusinski a dat in 1960 o altd definitie a distributiilor (prin caturi de convolu-
tii), realizand o revenire radicald la metodele algebrice intr-o teorie care uti-
lizeaza operatori, fara restrictii de convergentd a transformarilor integrale.
Tot el a realizat o introducere elementara a transformarii Fourier in teoria
distributiilor (1966), ca si M.J. Lighthill (1958), J. Arsac (1961) sau H.J. Bre-
mermann gi L. Durand (1961). Laurent Schwartz a fost primul cercetéator
care a introdus transformarea Laplace a distributiilor plecind de la transfor-
marea Fourier (1957). Alte metode de definire a transformarii Laplace pen-
tru distributii au fost dezvoltate de A. H. Zemanian (1965) (care a extins la
distributii si alte transformadri), T. Ishihara (1961), Gheorghe Marinescu si
Constantin Tudor (1967).

Scopul acestei carti este de a-l introduce pe cititor in teoria celor mai
importante transformari care sunt utilizate in cursurile de matematica, fizica,
stiinte ingineresti si de a-1 familiariza cu metodele de rezolvare cu ajutorul
acestor transforméari a ecuatiilor diferentiale, cu derivate partiale, integrale
sau cu diferente.

Capitolul 1 contine preliminarii necesare dezvoltarii teoriei i aplicatiilor
transformarilor integrale. Sunt prezentate spatiile de functii integrabile care
admit transformate, seriile Fourier si implicarea lor in istoria definirii trans-
formarii Fourier. Deoarece majoritatea transformatelor sunt functii de una
sau mai multe variabile complexe (cu semnificatia de frecventa a semnalelor),
un paragraf este destinat celor mai importante notiuni si tehnici din teoria
functiilor complexe. Elementele de teoria distributiilor care incheie capitolul
sunt motivate de importanta si extinderea utilizarii transformatelor Fourier gi



Laplace ale distributiilor.

Transformarea Fourier este studiatd in Capitolul 2. Sunt expuse prin-
cipalele proprietati ale transformatelor functiilor absolut integrabile gi apoi
pentru functiile rapid descrescatoare, inclusiv formula de inversiune. Un para-
graf include aplicatii ale transformarii Fourier (Teorema de egantionare WKS
si relatia de incertitudine). Studiul este completat cu transformarea Fourier
discreta si transformarea Fourier a distributiilor temperate.

Capitolul 3 este dedicat transformarii Laplace. Principalele proprietati
(liniaritate, aseménare, intarziere, deplasare, derivarea si integrarea originalu-
lui i a imaginii, convolutie) sunt expuse Impreuna cu exemple care ilustreaza
actiunea si aplicatiile lor. Urmeaza metode de determinare a originalului
si aplicatii ale transformarii Laplace la rezolvarea problemei Cauchy pentru
ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale, la ecuatii integrale de tip Volterra sau
in studiul circuitului RLC.

Capitolul 4 prezinta transformarea 7 cu proprietatile corespunzatoare celor
ale transformarii Laplace, completate cu teoremele produsului imaginilor gi ale
valorilor initiale si finale. Metodele specifice de determinare a originalului si
aplicatii la ecuatii cu diferente gi la sistemele comandate discrete sunt urmate
de probleme rezolvate gi propuse.

Capitolul 5 are un rol complementar, prezentand succint alte transformari
care nu sunt studiate in cursurile de matematici speciale, dar au aplicatii in
inginerie (procesarea semnalelor sau a imaginilor etc.). Lista lor cuprinde
transformarile Mellin, Hankel, Hilbert, Z bilaterala, Walsh, Haar, Laplace
bilaterala hibrida. Pentru a facilita rezolvarea problemelor cu instrumentele
calculului operational, in anexe sunt date transformatele Fourier, Laplace i Z
ale principalelor functii original care apar in aplicatii.

Textul are un caracter autocontinut realizat prin prezentarea notiunilor
preliminare in primul capitol si prin explicarea si demonstrarea rezultatelor
expuse. Cititorul care detine cunostintele de baza ale analizei matematice
poate sa inteleaga si sa aplice tehnicile transformarilor integrale si discrete,
avand la dispozitie numeroase exemple, aplicatii gi probleme rezolvate. Cartea
se adreseaza cadrelor didactice si studentilor de la studiile de licenta, masterat
sau doctorat, precum gi cercetatorilor din domeniile matematicilor aplicate,
automatica, electronica, inginerie electrica etc.

Autorii



La realizarea materialului a contribuit i conf. dr. ing. Luminita Scrip-
cariu, prin propunerea unor aplicatii practice.



Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Spatii de functii integrabile
1.1.1 Spatiul Hilbert al functiilor de patrat integrabil

Fie H un spatiu vectorial peste R sau C. Se numeste produs scalar pe H o
aplicatie < .,. >: H x H — C cu proprietatile:

1. (z,2)20, (z,2)=0&2=0
2 (I+yvz):(xaz)+(y7z)

3. (az,y) = afz,y)

4. (z,y) = (y, @)

Propozitia 1.1.1 (inegalitatea lui Schwarz).

(@ )| < [l - lly]l-

Pentru demonstratie observam ca rezultatul este evident daca y = 0. Pentru
y # 0 scriem ca
<z+Ay,z+ Ay > = 0.

<zy>

R
rezulta ca aplicatia

Alegdnd A = — se obtine exact concluzia. Pe baza acestei inegalitati

z]l = v/ (2, z)
este o morma, adica are proprietatile:

Lz >0, [z =0 2=0
2. ozl = [of|«]
3. Mz +yll < llzll + flyll-

5



6 CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

Tot pe baza inegalitatii lui Schwarz deducem ca, pentru x # 0 si y # 0 are

< >
loc % € [-1,1]. Aceasta observatie permite definirea unghiului a doi
TIY
vetori nenuli din H ca unicul a € [0, 7] pentru care:
_ I <=zy>|
cosq = ———————
[l lyl

In particular, vom spune ca vectorii nenuli z, y sunt ortogonali daca < z,y >=
0. Existenta normei permite introducerea urmatoarelor notiuni:
Un gir ©, € H se numesgte convergent la x € H dacd Ve > 0 3In. € N
astfel ca
lzn — 2|l <&, Vn = ne.

Un sir x,, € H se numeste Cauchy sau fundamental, dacd Ve > 0 dn. € N
astfel ca:
|zn — Tntpl|| <€, Yn = ne,Vp € N.

Se arata imediat ca orice gir convergent este Cauchy. Daca reciproc, orice
sir Cauchy este convergent atunci spatiul se numeste complet. Un spatiu cu
produs scalar complet se numeste Hilbert.

Exemplul 1.1.1. Spatiile R” sau C™ sunt spatii Hilbert fata de produsul
scalar:
(z,y) =211+ + T

Exemplul 1.1.2. Spatiul I = {(z,,),n € Nz, € R sau C, Z 2| < 00}
n=0
este spatiu Hilbert fata de produsul scalar:

%)
(w, y) = Z TnlYn-
n=0

Definitia este corectd , cici din inegalitatea |z, y,| < %(\xn|2 + yn|?), rezulta
ca seria este absolut convergenta.

Prin multime neglijabild intelegem ca pentru fiecare € > 0 multimea poate
fi acoperita cu un sir intervale a caror lungime totala este < € . De exemplu
o multime cel mult numarabila de numere reale este neglijabila.

Fie I C R un interval. Vom spune ca doud functii (masurabile) f,g: I — C
sunt egale aproape peste tot (prescurtat a. p. t.) dacd multimea {z € I|f(x) #
g(x)} este neglijabila. f =g a. p. t. este o relatie de echivalenti. Se noteaza
cu LP(I) pentru p € [1,+00) multimea claselor de functii masurabile pe I, cu
proprietatea:

/|f(x)|pdac < +o0.
I
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Pentru p = 2 se obtine spatiul L?(I), care este spatiu Hilbert fata de produsul
scalar. Functiile din L?(I) se numesc functii de pdtrat integrabil.

(f.9) = /1 f(@)g@)da. (1.1)

Inegalitatea Schwarz devine in acest caz:

< ¢ [ dx\/ | ataa.

Convergenta in norma spatiului L?(I) se numeste in medie pdtraticd.

Daca In particular H este un spatiu de functii, reamintim alte tipuri de
convergenta.

Sirul f,, converge punctual la f, dacd Vo € [a,b], sirul numeric f,(x)
converge la f(x), adica:

/I f(@)g@)da

Vz € [a,b],Ve > 0,3n. 4, astfel inclat |f(z) — f(x)] <e.

Sirul f,, converge uniform la f, daca:

Ve > 0,3n,., astfel inclat |f,(x) — f(z)] < e,V € [a,b].

Sa observam ca dacd un gir converge uniform, atunci converge si in medie
patratica. Din convergenta in medie patratica nu rezulta nici convergenta
uniforma nici cea simpla.

Este evident faptul cd multimea tuturor functiilor continue pe [a, b], notatd
C[a, b], satisface Cla,b] C L?[a,b]. Spatiul L?[a,b] mai contine:

e functii continue pe portiuni, pentru care exista o partitie a intervalului
[a,b], a =2p < 1 < ...< zp =Db astfel ca
i. f s& fie continud pe (xg, Tp+1)
ii. exista limitele laterale f(z¢+0), -, f(zx—0), f(xx+0),--- , f(z,—0)
finite.

e functii monotone pe portiuni pentru care exista o partitie a intervalului
[a,b], a =29 <21 <...<my =D astfel ca
i. f s& fie monotona pe (rg, Tgt1)-
ii. f este marginita.

Sa vedem cateva exemple de functii din aceste clase. Consideram

[ asinl z#0
f(x)_{o z=0
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sin

T
Figura 1.1:

Functia este continud pe [—7, 7], m&rginitd, dar nu este monotona pe portiuni.
Functia f(z) = — este monotona pe portiuni, dar nu este marginita si nu
x
este din L2(I), daca 0 € I.
O functie masurabila f : R — C integrabild pe orice interval marginit
[a,b] C R se numeste local integrabild. Notam multimea claselor de astfel de
functii cu L} (R).

loc

Evident ca daca f este integrabila pe R, atunci ea este din L}OC(R), dar

exista functii local integrabile pe R, care nu sunt integrabile: de exemplu
functia constanta 1 este local integrabila dar nu este integrabila pe R.

1.1.2 Produs de convolutie

Definitia 1.1.1. Date doua functii masurabile f,g: R — C, numim produs
de convolutie functia:

(o)
(Fr9)e) = [ flgta ) d
— 00
daca integrala exista macar pentru aproape orice T .

Evident, daca facem schimbarea de variabila z — y = u, atunci

(o) = [ " fwgle —y) dy = / " f e - wglu) du = (g )(2)
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deci daca exista, produsul de convolutie este comutativ. Indicam trei situatii
uzuale in care produsul de convolutie exista si este o functie local integrabila
pe R.

e Daca f,g: R — C sunt integrabile, atunci f x g exista si este o functie
integrabila; intr-adevar,
i) a

:[Z|[Zf(y) z—y) dy| de < / / Plg(z —y)| dy de =
= [Twenas [T oa= [T @i [T g a

e Dacd f,g:R—C, f,ge L} (R)si f(z) =g(z) =0, <0, atunci fxg
existd si fxg € L},.(R).

S& observam pentru inceput, ca

/ " f@)glz—y) dz = /0 " fwglz—y) d

deci f % g exista si (f xg)(z) = 0 pentru x < 0. Pentru a ardta cd este o
functie local integrabila, fie A > 0 si s& calculam

A A t
|/0 (f * 9)(a) dx|</0 /Olf(y)llg(x—y)ldxdy:
A A A A—y
- /0 F@)] dy / l9(z — )| dz = /0 £ dy /O l9(w)] du < +oo,

deci f x g este local integrabila.

e Daca f,g: R — C sunt local integrabile gi una dintre functii are suport
compact, atunci fxg € Li, (R).

Intr-adevir, presupunem ca supp f C [—A1, A1]; atunci

[e9) Aq
[ fWg(r —y) dy = » fy)g(z —y) dy
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exista si deci produsul de convolutie este bine definit; fie acum A > 0;
s& ardtdm cd produsul este integrabil pe [—A, A].

|/ / fy)g(z —y) dzdy| < / /Al fWllg(z — y)| dyde =
-/ i )iy [ i e ldo = [ i Fwldy [ ‘: l9(w)] du <

A A+A;
< [Al £ W)l dy/ l9()] du < oo

—A-Ay

de unde afirmatia.

Daca f, g, h se incadreaza intr-una din situatiile de mai sus, atunci produsul
de convolutie exista si este asociativ, adica:

(frg)xh=fx(gxh) (1.2)

ceea ce rezulta prin schimbarea ordinii de integrare.

1.2 Serii Fourier

Aproximarea functiilor prin ”suprapunere de armonice” este un procedeu larg
utilizat in electronica si conduce la notiunea de transformata Fourier. Fizic,
aceasta reprezinta o trecere de la semnale in timp la spectrele in frecventa. O
clasa suficient de generala de functii, printre care si cele monotone pe portiuni,
poate fi aproximata cu serii trigonometrice, iar procedeul este datorat lui
Fourier.

Serii Fourier in spatii Hilbert
Fie H un spatiu Hilbert. Consideram un sistem ortonormat, adica o familie
{eo, €1, -+ ,en} cu proprietatile

1 i=y —
(Ez,ej)—{ 0 i , Vi,i=0,...,n

Problema de aproximare. Pentru f € H si determinam ci, k =
n

0,---,n, astfel ca daca y = Z cre, norma || f — y|| sa fie minima. Au loc:
k=0

n

If=yl* = (f - chekvf chek) =Y crle f ch fren)+

k=0
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£3 r(enen) = (£ Y (I en) P = exens £) —aafoe) + 3 lenl?) -
k=0 k=0

- Z |(f7ekt)|2 = (f7 f) + Z(‘(fa ek) - C/i?‘Z) - Z |(f7ek>|2'

—| k=0 k=0

k=0
Deci

If—yll* = +Z (fren) = cl>) = > 1(fren)” (1.3)
k=0

Norma este minima daca ¢ = ( 1, ek), iar elementul cautat este:

y= Z(f7 ek)ek
k=0

§i reprezintd proiectia lui f pe subspatiul generat de eg,eq, ..., €.

Inegalitatea lui Bessel. Daci in (1.3) inlocuim ¢ = (f, ex), avem:

1= ol = (£ = S I(Foen)?
k=0

de unde deducem .

(= FAS] (1.4)
k=0

inegalitate care se numeste inegalitatea lui Bessel.
Daca sistemul ortonormat este infinit eg, eq, ..., e,,... pentru orice n fixat
n

se obtine o cea mai buna aproximare de forma s, = g (f,ex)ex. De fapt s,

k=0
este girul sumelor partiale pentru seria

Z f7 ek (15)
k=0

Seria (1.5) se numeste seria Fourier asociata lui f, iar

Cr = (f7 ek) (]‘6)
se numesc coeficientii Fourier. Spunem ca seria (1.5) converge in H la s daca
[ee]
sirul sumelor partiale converge in H la s. Notam s = Z(f, ek )ek
k=0

Ne punem problema sa studiem in ce cazuri seria Fourier a elementului
s are ca suma pe acesta si ce proprietati suplimentare de convergenta se pot
stabili.
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Propozitia 1.2.1. Dacad eqg,e1,...,¢en,... este un sistem ortogonal, atunci
oo (o]

Zen converge (in H) dacd si numai dacd Z lenl® converge (serie cu ter-
n=0 n=0
meni pozitivi).

Demonstratie. Afirmatia rezulta imediat, daca tinem cont de relatia
llent1+- '+6mH2 = (eny1+ - +em,enp1+--tep) = ||€n+1||2+' et HemH2v
pentru m = n. |

Teorema 1.2.1. Seria Fourier (1.5) converge intotdeauna in H.
o0

Demonstratie. Din propozitia precedenta, seria Z:(f7 ey ey, converge dacd
k=0

i numai daca E |(f,ex)|? converge, iar seria numerica din membrul al doilea

k=0
este convergenta din inegalitatea lui Bessel. [ |
Teorema 1.2.2. Fie e1,eq,...,6en,... un sistem ortonormat. Atunci urmd-

toarele afirmatii sunt echivalente.
e}
Lof =Y (frer)ex
k=0
o0
2. (IF17 =D [(fren)l
k=0

Demonstratie. Sa demonstram 1 =-2. Are loc

oo o0 o0
A1 = O (fren)en, Y (fren)ew) = > |(frex)?
k=0 k=0 k=0

deci 2 este adevarata.
Pentru afirmatia 2 = 1, avem

I1f =D (Frenderll = 112 =D II(F en)l,
k=0 k=0

de unde deducem

IF17 =D 1(f el (L.7)
k=0

Relatia (1.7) se numeste egalitatea lui Parseval.
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Teorema 1.2.3. Urmadatoarele afirmatii sunt echivalente
1. Pentru orice f € H, are loc:

oo

f=> (fenlen

n=0
2. Daca g € H are proprietatea (g,e,) =0, Vn € N, atunci g = 0.

Demonstratie. Aritadm cd 1 = 2. Fie g € H, astfel ca (g,e,) = 0. Atunci
seria sa Fourier este 0, deci:

o

g= Z(g’ en)en =0.
n=0
o0
2= 1. Daca f € Hsi 2:(]‘17 en)en este seria Fourier asociatd, atunci:
n=0
o
(f - Z(fa en)ena en) = (fa En) - (fa en) =0
n=0
deci are loc:
o0
f= Z(f7 en)ew
n=0
]
Observatia 1.2.1. Daca gg, 91, -- -, gn, - - - €ste un sistem ortogonal iar g, # 0,
Vn, atunci
In
en =
lgnll
devine un sistem ortonormat. Seria Fourier asociata este
= . Gn 9 o (f,9n)
n=0 n=0 gn In n=0 gn
Deci coeficientii Fourier in acest caz sunt
, 9”2). (1.9)
||gnH
Serii Fourier clasice (trigonometrice)
In spatiul L?[—m, 7], sistemul de functii 1,cost,sint,...,sinnt,cosnt,...

unde n € N, este ortogonal, relativ la produsul scalar:

(fi9)= j ft)g(t) dt.
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Se demonstreaza usor egalitatile
(cosnt, cosmt) = (sinnt,sinmt) = 0,Vm # n,m,n € N

(sinmt,cosnt) =0, Vm,n € N
|1]|2 = 27, |[cosnt||®> =, |sinnt|?=n.

Inlocuind in (1.8), gasim seria Fourier asociata functiei f

o0
a .
?0 + E 1(an cosnx + by, sin nzx) (1.10)
e

unde Lo
an:f/ f(z)cosnx dz, n=0,1,2...
1 (1.11)
b, = — f(z)sinnz dz, n=1,2...

-7

sunt, coeficientii Fourier. Coeficientii formeaza spectrul discret al lui f.

Observatia 1.2.2. Daca f este o functie para, rezulta b, = 0, iar daca f este
impara a, = 0.

Deorece functia din formula (1.10) este definitd pe R si periodica se pune
problema egalitétii seriei din (1.10), cu functia initiald pe R. In acest caz se
prelungeste f prin periodicitate, astfel

f(x + 2m), z € (=3m, —m)
)+ fem
fw={ 5w ° re(mm
f) 4 fen)
fe—Bm. we(n3m

Daca f este o functie de perioada 27, atunci in formulele (1.11) se poate
face integrarea pe orice interval de lungime 2.
Egalitatea lui Parseval devine, inlocuind in (1.7):

i fA(x)dz = ﬂ(%% + i(ai +b2)). (1.12)
- n=1
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Serie Fourier de cosinusuri
Fie f : [0,7) — R si f, prelungirea prin paritate, adica:

_f f(z,) zelo,m)
fo(z) = { f(=z), z € (-m0).

Atunci coeficientii Fourier sunt:

1 (™ 2 [T

ap = — fp(z) cosnz das:f/ f(x)cosnx dz, n=10,1,2,...
L — ™ Jo

by, = 0.

Serie Fourier de sinusuri
Fie f:[0,7) — R gi f; prelungirea prin imparitate, adici:

x € [0,m)

fi() { —f(-x), z € (-m0).

Atunci coeficientii Fourier sunt:

a, =0
1 (7 2 [T

bp = — fi(x) cosnx d:)c:f/ f(z)sinnx dz, n=1,2,...
™ ™ Jo

-7

Are loc urmatoarea generalizare. Daca f : [—I,l) — R, | > 0, se considerd
sistemul ortogonal

™ . 7T nmx . nmx
1,COST,SIHT,...,COST,SIHT,...
caruia i se atageaza seria Fourier:
a > nmx nmx
0 .
5t (ancosT+bn51nT) (1.13)
n=1

unde coeficientii Fourier sunt dati de:

l
an = 1/ f(:v)cos@ dz
- l
(1.14)

1 l
b, = 7/ f(x) sinnlﬂ dz.
-1

Serii Fourier sub forma complexa

Familia )
el nt,n €z, i?=-1
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formeaza un sistem ortogonal in L?[—, 7]; intr-adevar:

T, N
/ et eint g —

—T

i(n—m)t
ST e~

n—m

iar norma este: .
Hel 7’LtH2:/ |61 nt|2 dt = 2.
-7

Fie f: [-m,m) = C. Inlocuim in (1.8) si obtinem seria Fourier bilaterala
+o0 .
S et ™ (1.15)

unde coeficientii ¢, sunt dati de:
17 i
=5 [ﬂ f(z)e™ ™ dg. (1.16)

Sa stabilim legatura dintre seriile (1.10) si (1.15); daca folosim definitia

RN int .. . . aop .
exponentialei in complex e = cosnt + isinnt, avem imediat ¢y = 5 Si:

cnei nt 4 c,ne_i nt _ (cn + c_p)cosnt +i(c, — c—y) sinnt =

s . .
= QL (e7P M 4t M) £(x) da cosnt+
™ —T
1 ™ . .
—HE (e — ! M) f(2) dasinnt =

—T

= ap cosnt + b, sinnt.

Observam ca suma partiala a seriei (1.10) coincide cu suma partiald simetrica
a seriei (1.15). De asemenea seria (1.15) poate fi simetric convergenté, in
sensul ca exista
n
lim E cret kt
n—oo

k=—n
dar nu este convergenta, adica nu exista
n

lim Z ckei kt.

N—00,M—$00
k=—m

In cazul seriilor sub forma complexa, egalitatea lui Parseval devine:

/W |f(z)|?dz = 27 Z len)?. (1.17)

- n=-—00
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S& mai observam ca daca
[e.e]
flz)= Zanz”, zeC
n=0

este o serie de puteri si calculam acesta serie pe cercul unitate, adica pentru

2z = ™ avem
o0

flz) = Z(an cosnf + by, sinnf),

n=0
deci se obtine o serie Fourier. Daca raza de convergenta este > 1, atunci seria
Fourier este convergenta.

Convergenta unei serii Fourier intr-un punct si pe o multime

Fie f o functie periodica si seria sa Fourier asociatd sub forma (1.15).
Evaluam sirul sumelor partiale.

n

n
. 1 ™ s .
Smn(t) = Z ckelkt =5 Z f(z)e™! Kz qpel Kt

k=—m k=—m
:QL f(z) Z Rt —12) qp =
™
- k=—m
B e A
2r J_ 1_e (t—2)
1 /7 e—im(t—x) _ i (t—2x)(n+1)
“o )T T A e
e2 e 2 —e2
1
s 7 (t—x)(m+§)7€1 (t—x)(n+§)
= Gy i f(z) 1 dr =
Seew le-w
1
s iu(m + 5) B e—lu(n + 5)
= % . f(t+u) lg 713 du =
e2—¢ 2
1 ™ elu(m+%) _ e—iu(n+%)
=i 7ﬂf(t+u) ST du.

Daca aplicim calculul precedent functiei identic 1, gasim:
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1 T eiu(m+%) _ efiu(n+%)
L= sin du
—r 2

si prin scadere avem:

7iu(n+%)

m iu(mt3) _
smn(t) = f(t) = 4%/ (f(t+u) — F(£)S Sinz du. (1.18)
o 4
Daca in (1.18) punem m = n, obtinem:
n o 2041
snlt) — f(t) = %/ (f(t+u) — f(t))smsmiiu du. (1.19)
. 5

In practica intervin urmatoarele situatii.
e Daca f are in tg derivata finita, atunci

m’l}gloo sm.n(to) = f(to)-

e Dacd f are In to punct de discontinuitate de speta I si existd f(tp +
0), f'(to —0), sumele partiale simetrice ale seriei Fourier converg si

lm  smn(to) = f(to+0) + f(to —0).

m,n—00 2

e Criteriul Dirichlet Daca f : [-m,m) — R este monotona pe portiuni
si este marginita, atunci pentru orice tg € (—m, ) are loc:

fllo+0)+flto—0) a0

o0
5 5 + Z(an cos ntg + by, sinntp).

n=1

In particular, daca f este continua in tg, atunci suma seriei Fourier coincide
cu valoarea functiei.

Aplicatia 1.2.1. Sa dezvoltam in serie de sinusuri functia

—t
f(t):”T, o<t<m.

Prelungirea prin imparitate este

Tt te(0,m]
fit)=< 0 t=0
—TH ¢ e [-7,0).
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Figura 1.2: Fenomenul Gibbs

Evident ca a, = 0, iar

2 (Mm—t 2, mw—tcosnt 1 [™ cosnt
b, = — inntdt = —(————17 + = dt) =
" 7T/0 g P R |0+2/0 i

Deci are loc scrierea

fH =3 Sir;”t, te (—mm)
n=1

Aplicatia 1.2.2. (fenomenul Gibbs) S& dezvoltam in serie Fourier
-1 —7m<zx<0

flz)y=< 0 x=0
1 O<z<m.

Functia este impara, avem deci a,, = 0 si

2 4 . 2 s 2 n
by, = = ) sin nx dx:—acosmdo :E(l_(_l) ).

1
n

19



20 CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

4
Deci ba, = 0 i bopt1 = W Rezulta egalitatea
n T
i 1 Gn@n+ e we (—mm\ {0}
Fla)={ =0 2n+ )m
0 z = 0.

Sa aproximam functia cu girul sumelor partiale. Daca n = 0, avem
f(z) = —sinz
™

pentrun =1
4

1
f(z) = —(sinz + - sin 3z).
T 3
Reprezentam aceste functii si obtinem graficul de mai sus. Se poate demonstra
ca limita ordonatei primului maxim, pentru n — oo ¢ste aproximativ 1,17.

Teorema 1.2.4 (Fejer). Dacd f : R — R este continud si periodicd de
perioada 2w, atunci sirul mediilor aritmetice ale lui s converge uniform la f,
adica
op = Sotsit ¥ n — f, wuniform pe (—m,+m).
n+1

Demonstratie. Avem:

2k+1
sin 25
— (t 72 du =
oa(t) n+127rz f +u) sin § v
1 sin 2E+Ly gin &
- - t o2 g du =
2 (7'L+1) 77Tf( +U)Z 812u u=
k=0 2
1 T " cos ku — cos(k + 1)u
- - t du =
2r(n+1) J it +u)z 2sin? ¥ "
k=0 2
1 4 1—cos(n+1)u
= t+u)———s—"— du =
2r(n+1) J_, ut ) QSiHQ%
51n2 2n2+1u
= t —2=— du.
w(n+ 1 / Jttu 25sin? 5 b

Evaluam diferenta

T f(t 4 u) = f(1) sin® 2
. n+1 2 sin? 5

onlt) ~ 7(1) = 5-
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:02 2041
e O

majoram, dupa care deducem:

Notadm ¢ (u) = Aplicam modulul si

onlt) = £O1< 1 [ lorta)nfu)] du

Din continuitatea lui f, pentru orice € > 0, existd 0 € (0, ) astfel ca | (u)| <
g, Yu €[4, 0] si desfacem integrala de mai sus pe domeniile |u| < § si |u| > 6.
Obtinem

1 €
— ()| Kn(u)| du < —/ Ky (u)| du
o oM@ du< o [ )
care tinde la 0, pentru e — 0. Iar
1 du 1
lspr () || K (u)| du < - lspe (w)] —5 =
/u|>5 " 27 Jjul>6 (n+1)sin?8 n+1

unde M reprezinta valoarea integralei. Urmeaza ca si aceasta tinde la 0, daca
n tinde la infinit. [ |

Consecinte ale teoremei lui Fejer

Teorema 1.2.5. Dacd f este continua $i 2w periodicd, atunci seria Fourier
converge in medie patraticd la f.

Teorema 1.2.6. Daca f este continud si 27 periodica, iar seria Fourier con-
verge uniform, atunci suma ei este f.

Sa mai observam ca daca seriile

00 o
D> _lanl, > lonl
n=1 n=1

sunt, convergente, atunci folosind criteriul de majorare Weierstrass, rezulta ca
seria Fourier este uniform convergenta.

Sa incheiem acest paragraf cu calculul facut de Fourier pentru stabilirea
formald a unei formule de reprezentare, care 1i poarta numele. Aceasta formula
sta la baza definitiei transformatei Fourier.

Dacd f : R — R este o functie 2l-periodica, continua pe portiuni §i cu
derivate laterale finite In fiecare punct, atunci are loc o generalizare a situatiei
anterioare

t kmt
+bksinT7T), Vt € R

fE=0)+ ft+0) ap <~
ERp

5 > (ag cos

ket
k=1 !
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unde: l .
1 1 k
—7/ f(ac)coslmlr—aC dz s bkzj/ f(x)sin%x dx
-l -l

cu interpretarea ca semnalul f este o suprapunere de oscilatii armonice de
diverse ordine.

Daca f nu este periodici, restrangem pe f la intervalul [—[, ) si prelungim
prin periodicitate la R. Functia rezultatd o notam cu fi. Obtinem:

AE=0)+ fi+0) 1 [

+Z< /f cosdx) ’m </f 5md>mkl

/f dﬂc—i—Z( /f(x (Cos—xcos$+51nkas k?t) dz =
1 1 ka(t —
zzl/_lf(x)dx—o—;l/_lf(x)c()s 7T(tl ) qo =
1 > 1 ! k7r(t ) (En(t—z)
—%/lf(x)der];m/lf(x) +e 1 )dm.

Notam w = 7 si rezulta

AE=0)+ A(t+0) 1 [ ikw(t —
! 5 ! _ﬂk; / f(z)e ( )dx

o0 1 .
iﬂ_ Z / f(ac)elkw(t ~ %)y de.
k=—00 =l

Fie wy = kw i w = kw — (k — 1)w = w, — wi—1. Atunci formula precedenta
devine

AE—0)+fit+0) 1 X [ ket —

In ipoteze suplimentare asupra lui f, daca [ tinde la oo, formal rezulta
formula de reprezentare integrala Fourier, sau integrala Fourier.

f(t-0) ;r ft+0) % /_‘: St /_Z f(x)e ™" dz, VteR. (1.20)
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1.3 Functii complexe

Fie D un deschis conex (domeniu) D C C. Daca se noteaza cu z = x +iy € D
variabila functiei, atunci valoarea functiei in punctul z va fi numarul complex

w = f(z) = u(z,y) +iv(r,y), z€ DCC
unde functiile reale

u(z,y) = Re f(2), v(z,y) =Imf(z)

reprezinta partea reald, respectiv imaginara a functiei complexe f.

1.3.1 Limite gi continuitate

Topologia planului complex fiind de fapt topologia spatiului euclidian bidi-
mensional R2, notiunile de limit# si continuitate se extind cu ugurintd si in
complex.

Definitia 1.3.1. Flie zg un punct de acumulare al mulfimii D C C. Functia f :
D — C are limita | in punctul zo (se scrie ZILIEO f(z) =1) daca este indeplinita
una din urmdtoarele afirmatii echivalente:

1. pentru orice ¢ > 0 existd n(e,z9) astfel incit Vz € D cu proprietatea
0<|z—2| <n avem |f(z) — 1] <e.

2. pentru orice vecinatate V a lui | existd o vecinatate U a lui zo astfel
tncatVz € DNU , avem f(z) € V.

3. pentru orice gir (zn)neny € D cu 7113{'.10 zn = 20, sirul (f(zn))nen este

convergent i im f(z,) = 1.
n—oo

Propozitia 1.3.1. lim f(z) =1 =1 +il2 dacd si numai dacd

Z—20
lh= lim u(x, ily = lim v(z,y).
1= il ) sile= lmo(@y)

Definitia 1.3.2. Fie 29 € D un punct de acumulare al multimii D. Functia
f: D — C se numeste continud in zy dacd (3) li_>m f(z) = f(z0).
Z—20

Functia f : D — C este continua in punctul zg daca si numai daca oricare
ar fi € > 0, existd un d(¢) > 0 astfel incat pentru orice z € D cu proprietatea
cd |z — 20| < d(e) s avem |f(z) — f(z0)] < e.

Propozitia 1.3.2. Continuitatea functiei f in zo este echivalentd cu continu-
itatea functiilor u , v in punctul (o, yo).

Definitia 1.3.3. Functia f : D — C este marginita pe D dacd exista o
constantd 0 < M < oo astfel incdt |f(z)| < M , Vz € D.
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1.3.2 Derivabilitate

Definitia 1.3.4. Fie zg € D. Functia f : D — C este derivabild (monogend)
n zy daca:
(E') lim f(Z) _ f(Z()) @t fI(ZO)
Z—r20 Z— 20

(sau (3) }llli}% flz + hi)z — f(x0) ot f'(20)) si este finitd.

Definitia 1.3.5. O functie f : D — C derivabild in orice punct din D se
numeste olomorfd (analiticd) pe D.

Teorema 1.3.1. Fie f,g : D — C doua functii complexe de variabild com-
plexd. Daca f si g sunt monogene intr-un punct zg € D , atunci si functiile
fxg, fa, /g (9(20) # 0) sunt monogene in acest punct gi intre derivatele
lor exista relatiile :

1.
[af(2)],—., = af'(20),a €C
2.
[f(2) £ 9(2)]'—., = f'(20) £ ¢/ (20)
3.
[f(2)9(2)].—., = ['(20)9(20) + f(20)9' (20)
4.

[f(Z)]I ~ J'(20)g(20) — f(Zo)g'(Zo).

9(2) ]y [9(20)]?

Teorema 1.3.2. Fie D1, Dy C C doua domenii si f : D1 — C , g: Dy — C.
Daca f este monogenda intr-un punct zg € Dy si g este monogend in punctul
wo = f(z0) € D2 atunci functia compusd h = go f este monogend in zy $i
avem :

[h(2)].—., = 9' (£ (20)) f'(20)-

Teorema 1.3.3 (Cauchy-Riemann). Fie f : D — C. f este monogend in
20 € D, dacd si numai dacd u , v sunt diferentiabile in (xq,yo) tar derivatele
lor partiale satisfac conditiile:

0 0
a*Z(moﬁyo) = a*Z(Io,yo)

(1.21)

0 0
%(xowo) = *a*;(l’o:yo)
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numite conditiile de monogenitate Cauchy-Riemann. In acest caz avem:

ou .Ov ov Ou
['(z0) = a(l‘o,yo) + la(woyyo) = a*y(xo,yo) - la(wo,yo) (1.22)

Observatia 1.3.1. Orice functie monogena intr-un punct este continuid in
acel punct. Reciproca nu este adevarata.

Aplicatia 1.3.1 Functia f(z) = Z este continud in orice punct zp dar nu este
monogena.

Corolarul 1.3.1. Daca o functie este olomorfa intr-un domeniu D si are
derivata nula, atunci ea este constanta in domeniul D.

Observatia 1.3.2. Ca o consecinta a teoremei Cauchy-Riemann, se poate
determina o functie olomorfa pe un domeniu, cand i se cunoaste partea reala
sau partea imaginara.

Aplicatia 1.3.2. S& se determine functia olomorfa (pe C) f = u + iv stiind
ca

u(z,y) = e“cosy si f(0) = 1.
Din prima conditie a lui Cauchy-Riemann se obtine

ou
— =¢e"cosy , v =e"cosy
dy

ox

ceea ce Inseamna ca
v(z,y) = /ex cosy dy = e*siny + p(z).

Din a doua conditie a lui Cauchy-Riemann se obtine

ou

Ay = = eTsiny + ¢ ()

0
ox

= —€siny,

de unde rezultd ca cd ¢'(z) = 0 adicd ¢(z) = c. Din conditia f(0) = 1 rezultd
¢ = 0 si deci expresia functiei este data de

f(z) = e®cosy + ieTsiny = €.
1.3.3 Functii complexe elementare

Functiile complexe elementare sunt extensii la multimea C a functiilor definite
pe R.
Functia putere: f:C—C, f(z)=2",neN

f(z) = 2" =r"(cosnf + isinnh).
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Functia polinomiald: f:C — C, f(2) = apnz" 4+ ap_12""1+-- -+ a1z + ag,
n € N, ag,a1,--- ,a, € C, a, # 0 este olomorfa pe C, iar derivata sa are
aceeagi forma ca in cazul functiilor reale.
P(z)

Functia ragionala: f:{z € C|Q(z) # 0} = C, f(z) = o0

pe tot domeniul {z € C|Q(z) # 0} , iar derivata sa are aceeasi forma ca in
cazul functiilor reale.
Functia radical de ordin n: f(z) = Y/z,ne N, n>2

este olomorfa

f(z) = Vz = ¥/r(cosf +isinf) = /r (cos 0+ 2km +isin 0+ 2kﬂ'>
n n

k = 0,n — 1. Functia radical nu este olomorfa pe tot planul C.
Functia exponentiald: f: C — C, f(z) = €7,

f(z) =€ = e = e%el¥ = ¢%(cosy + isiny).
Functia exponentiald este olomorf& pe C, iar (€*)’ = € ; in plus, este periodici
de perioada principala 27i.
Functia logaritmica: f:C\ {0} - C, f(z) =ln z,

f(z) =In z = In(re! @My = In 7 4 In O —1n 4 i(0 + 2km)

unde k € Z.
Functia putere generalizatd: f: C\{0} = C, f(z) =2%,a€C

f(Z) — 0 — 6041112.

Functii circulare (sinus $i cosinus):

sinz = € _,6
ol —Ele’iz (formulele lui Euler). (1.23)
cosz = 5
Functii hiperbolice:
zZ_ ,—z
sh 2 = %
. o 4o (1.24)
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1.3.4 Integrarea functiilor complexe de variabila complexa

Fie f : D — Csio curba de lungime finita I' C D , ale carei ecuatii parametrice

sunt date de
{1: = xz(t)
y = y(t)

t € [a, b], netedd sau neteda pe portiuni, iar f continua pe I', Ludm o diviziune
prin punctele a =ty < t1 < --- < t, = b gi notdm zp = x(t;) + iy(tg) € I'. Pe
fiecare arc ce unesgte zx_1 cu zx (1 < k < n) alegem un punct & € I'. Formam
sumele :

(£ €0 dn) Zf(gk 2k — k1)

k=1
Notdm g, := max{|z — zx—1|}. Dacid

hm Sn(f,&,dn)

Hen,—
existd, indiferent de alegerea punctelor &, spunem ca functia este integrabila

de-a lungul curbei Intre a si b si se noteaza limita cu / f(z)dz. Are loc
r

/F f(2)dz = /F fu(z, y) dz — v(z, ) dy] + i /F (e, ) dy + v(z, y) da].

(1.25)
Aplicatia 1.3.3. Sa se calculeze I = /E dzdelaz=01az =4+ 2i de-a
r
lungul curbei T' datd de z = t2 + it.
Pentru z=0gi z=4+2i pecurba ' avem t =0 gi t = 2.
2 9 9 8i
I:/ (t% —it) d(¢ +it):/ (2t + t — it) dt =10 .
0 0
dz 0

o L o
= 27 . Se gtie ca z — zg = re'?,

FieT': |z — 29| = r ; atunci I =
T % — X0
21

6 € [0,27] dz = rie'?df , deci se obtine : T = / idf = 2mi.

0
Lungimea drumului de integrare I': z = 2(t), t € [a, b] este data de formula:

b
F):/ |2/ ()| dt.

Fie D € C, o curba I' C D , neteda sau neteda pe portiuni si f : D — C

continug pe I' . Fie M = sup |f(z)|. In aceste conditii avem
zel

ML(T).
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Teorema 1.3.4 (teorema fundamentala a lui Cauchy). Fie D un dome-
niu simplu conex iar f : D — C , f € CY(D).

Atunci | f(z)dz =0, oricare ar fi curba ' simpld, inchisd, netedd sau

neteda pe portiuni, situatda in intregime in D.

Definitia 1.3.6. O multime deschisa §i conexd a carei frontierd este formata
din mai multe curbe inchise se numeste multiplu conexa.

Observatia 1.3.3. In cazul in care domeniul este multiplu conex se utilizeaza
generalizarea teoremei fundamentale a lui Cauchy.

Teorema 1.3.5 (generalizarea teoremei fundamentale a lui Cauchy).
Daca :

a) D este un domeniu multiplu conex delimitat de curba I'g in exterior gi
curbele T'y, 1 < k < n in interior, netede sau netede pe portiuni, care sunt
frontiere ale unor domenii marginite Dy;

b) f: D — C este olomorfa pe D, atunci:

f(z)dz = f(z)dz + fdz+---+ f(z)dz. (1.26)
To Iy s I'n

Observatia 1.3.4. Sensul pozitiv de parcurgere al unei curbe inchise este
sensul in care deplasandu-ne de-a lungul curbei, domeniul delimitat de aceasta
raméane in partea stanga (sensul trigonometric).

Teorema 1.3.6 (consecinta teoremei lui Cauchy). Dacd :

a) D este un domeniu simplu conex ;

b) L1, Ly C D sunt doud arce de curbd simple, netede sau netede pe portiuni
care au aceleagi extremitali zg $i z i sunt orientate de la zp la z ;

¢) f:D—C, f este olomorfd pe D, atunci:

f(z)dz = f(z)dz.
L1 Ll

Teorema 1.3.7 (formula integrald a lui Cauchy). Daca:

a) D este un domeniu simplu conex;

b) f: D — C este olomorfa pe D , atunci oricare ar fi curba T situatd in
intregime in D, neteda sau neteda pe portiuni i oricare ar fi z € A domeniul
marginit de I', are loc formula:

1) = g [ 0

= dt. 1.27
2mi Jpt— = ( )
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Observatia 1.3.5. Formula integrala a lui Cauchy este consecinta directa
a teoremei integrale a lui Cauchy, obtinand o relatie foarte importanta intre
valorile functiei pe frontiera domeniului si valorile functiei in interiorul dome-
niului.

Cu alte cuvinte, daca functia este olomorfa pe un domeniu si i se cunosc
valorile pe o curbéa, formula integrala a lui Cauchy ne permite sa calculam
valorile functiei in orice punct din interiorul acelei curbe. Aceasta proprietate
este specifica functiilor de variabila complexa.

Aplicatia 1.3.4. Sa se calculeze integrala :

CoS 2z
1= / ——dz.
|z+i|=2 z(z — 3i)

Se aplica formula integrala a lui Cauchy si se obtine

Definitia 1.3.7. Fie f : D — C o functie continud si I' C D un arc de curba
neted sau neted pe portiuni. Functia

Fe) = | % dt, ¥z € C\T (1.28)

se numeste integrala de tip Cauchy.

Teorema 1.3.8. Functia F(z) (integrala de tip Cauchy) este olomorfd in C\T,
iar derivata sa se ob{ine derivand sub semnul de integrare in raport cu z:

Fi(2) :/F(tf—(tz))Q dt, V2 € C\T. (1.29)

Teorema 1.3.9. Daca :

a) D este un domeniu simplu conex :

b) f: D — C este olomorfd pe D;

¢) T este o curba simpld inchisd, netedd sau netedd pe porfiuni, situata in
intregime in D, impreund cu domeniul A pe care il mdrgineste.

Atunci functia f este indefinit derivabild (admite derivate de orice ordin)
pe D si avem:

Wor A

Myy= 2 I\
F(2) ot Jo = o)t dt,Vz € A. (1.30)
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Aplicatia 1.3.5. Sa se calculeze integrala:
z
I = / ——— dz.
lo—1]=3 (2 = 2)3(2 +5)

;2 z ”| 107
2 [\z15 =27 Tor

Teorema 1.3.10 (Morera). Daca :
a) D este un domeniu simplu conez,
b) f: D — C este continud in D,
¢) oricare ar fi curba T' simpld, inchisd, netedd sau netedd pe porfiuni,

situata in intregime in D are loc fr f(2) dz = 0 atunci functia f este olomorfa
in D.

Teorema 1.3.11 (Liouville). Fie f : C — C o functie olomorfa si marginita
in tot planul complex. Atunci f este constantd.

1.3.5 Reprezentarea functiilor complexe prin serii
Se numeste serie de numere complexe suma
oo
Zzn:zl+22+---+zn+--~ (1.31)
n=1
unde z, € C,Vn > 1.
Se spune ca o serie numericad este convergentd si are suma S daca sirul

sumelor partiale converge catre S, ceea ce inseamna ca (3) lim S, = S, unde
n—roo

o0
Spn=2z1+z29+ 4+ 2z, = Zzn = S . Altfel, seria se numegte divergenta.

n=1
[ee]
Seria E Zn, CU 2y = Ty + iy, este convergenta si are suma S = X 4 1Y daca
n=1
oo o0

sl numai daca seriile reale g Ty Sl E Yy, sunt convergente si au suma X,

. n=1 n=1
respectiv Y.

Fie (fn)n>1 un gir de functii complexe, f, : D € C — C. Se numeste

o0
serie de functii complexe suma E fn- O clasd importanta de serii de functii

n=1
o constituie seriile de puteri numite gi serii intregi.

Definitia 1.3.8. Se numeste serie de puteri o serie de forma:

o
ch(z—zo)":co—l—cl(z—zo)+02(z—z0)2+--~+cn(z—z0)"+-~-

n=0
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unde 29, 2, ¢y, € C pentru n > 0.

Seria Taylor
Fie f : D — C o functie olomorfa pe D si zg € D un punct arbitrar. Seria

o

ch(z —20)" =co+er(z—20) Fea(z —20)° + - Fen(z —20)" 4 (1.32)

n=0

unde

B f(”)(zo)

Cp = ]
n:

se numeste seria Taylor a functiei f in jurul lui zg. Pentru zg = 0 seria se
numeste serie MacLaurin.

Teorema 1.3.12. Fie F': D C C — C o functie olomorfa pe D si zg € D.
Fie A(zo,7) un disc deschis cu centrul in zy si razd r , a cdrui frontierd o
notam cu .

Dacd A := AUT C D, atunci seria Taylor a functiei f in jurul punctulus
zp este convergentd pe A gi oricare ar fi z din interiorul acestui disc are loc
egalitatea:

Z— 20
1!

(z — z)"

n!

f(z) = f(z0) + FM (z0) + - -

f'(0) o+

In mod firesc se pune intrebarea daca seria
) (,
Z f ( 0) (Z _ Zo)n
n!
n=0

este convergenta si spre cine converge.

Teorema 1.3.13 (Abel). Pentru orice serie de puteri

[e o]

Z en(z — 20)"

n=0

exista R € [0,00] , numit raza de convergentd , astfel incdat seria converge in
discul |z| < R si diverge in exteriorul squ. In plus:

1

; lim SUPp 00 n\/ |C7l| .

Definitia 1.3.9. Orice functie olomorfa pe C se numeste functie intreaga.

R
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Observatia 1.3.6. 1. Functiile polinomiale, exponentiale, hiperbolice si cir-
culare sunt intregi.

2. Seria Taylor a unei functii intregi in jurul oricdrui punct din D are raza
de convergenta R = oo.

Aplicatia 1.3.6. Functia f : C — C, f(z) = e* este olomorfa pe C si
deci admite dezvoltare in serie Taylor in jurul oricarui punct din C. Cum
f(z) =e*, (V)n > 0 rezults ci

2000 ... EZ20)"

62:62’0+Z; R 620+...
1 n!
Pentru zp = 0 se obtine
ZTL

6—1+1'+ +H+-~-(V)ZE(C.

Analog se obtin dezvoltarile in serie MacLaurin ale altor functii intregi:

P R ol o
inz=z-— — — -y, (V)z €
sinz = 2 3+5'+ + ( )(2n—|—1)+ (V)z
2 4 2n
B z z n Z
23 2,5 22n+1
h z= — e -, (V)zeC
sh 2z = z+3'+ +- +(2n+1)!+ (V)z
2 4 2n
z z z
chz:1+§+ﬂ+~--+(2n)!+--~,(V)zE(C
Un rol important il au seriile geometrice:
1
17:1+z—0—22—|—--~—|—z"—|—~~-, pentru |z| < 1
—z
1+Z:17z+z27~~+(71)”z”+~-~, pentru |z| < 1.
1
Aplicatia 1.3.7. Dezvoltati functia f : C\ {—i,i} = C, f(z) = Win
z
serie Mac Laurin.
1 2 4 2
1+22:172« + z 7...+(71)"z"+...
Se deriveaza :
2
GEN P R (=1)"2nz" "t 4.
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sau

1 2 2n—2
Serii Laurent
Vom nota A(zg,r, R) := {z|r < |z — 29| < R} o coroand circulara. Fie f :

A(zg,r, R) — C olomorfa pe D.

Definitia 1.3.10. Se numeste serie Laurent a functiei f centratd in zo o serie
de forma:

(o)
Z cn(z — 20)" =
= b L Ltz —a0) 4t en(z—20) - (1.33)
= (ZfZO)” -2 0 1 0 n 0 .
1 f(t)
de ¢p = — dt. 1.34
unae ¢ 27ri/F (z — zp)mH (159

Unei serii Laurent i se asociaza doua serii de functii :

o0

c_n(z—20)7"
n=1

care se numeste partea principald si

o0
Z en(z — 20)"
n=0

care se numeste partea tayloriand.

Definitia 1.3.11. Seria Laurent este convergenta intr-un punct z din C daca
partea principala $i partea tayloriand sunt convergente in punctul z.

Suma unei serii Laurent, convergenta intr-un punct z este egald cu suma
partii principale, la care se adaugd suma partii tayloriene. O serie Laurent
este convergentd pe o coroand circulard A(zp,r, R) gi suma sa este olomorfa
pe aceasta coroana circulara.

Teorema 1.3.14. Fie f: D C C — C o functie olomorfd pe D si zg € D un
punct arbitrar.

Presupunem ca {z € C|r < |z — 29| < R} C D. Atunci functia admite o
dezvoltare in serie Laurent, convergentd pe acestd coroand §i oricare ar fi z in
interiorul ei are loc egalitatea :

oo

f)= Y enlz—z0)"

n=—oo
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unde
1 f(®)

" om Jp (t— zo) T
T fiind un cerc cu centrul in zo $i de raza p € [r, R].

z

Aplicatia 1.3.8. Dezvoltati functia f(z) = in serie Laurent in jurul

(z—-2)
lui z9g = 2.
Notdm u = z — 2, ceea ce Inseamna ca vom dezvolta In serie functia:
u+2
flw) = ¢ 5~ in jurul punctului ug = 0.
u
gt 51 U u” _
flu)y=e B u3<1+1!+--~+n!+-“ =
9 1 N 1 1 N +(z—2)"*3+
=e - PP =~ 7 PP .
(z—2)2  (2—2)22(z—2) n!
Aplicatia 1.3.9. S& se dezvolte in serie de puteri ale lui z functia f : C\
1
{2, 3} —C 5 f(Z) = m in coroana circulara 2 < |Z‘ < 3.
1 1 1 1
IC) =52 T o3(1-2%) (1-2)
S (O L
-3 33 3n
1 2 922 on 2 2" 1
- <1+Z+Z2+~~-++2n+--~> :—Z()@—le n-lyn,
n= n—=

1.3.6 Singularitatile unei functii complexe

Definitia 1.3.12. Punctul zg € C este un punct singular al functiei f daca
in orice vecindtate A(zo,7) = {2z € C,|z — 20| < v} a lui zo se gdsesc atat
puncte in care f este monogend cat si puncte in care f nu este monogend sau
nu este definitd.

Definitia 1.3.13. Punctul zgp € C se numeste punct singular izolat al lui
f daca exista un numar real v > 0 astfel incat f este olomorfa in coroana
circulard {z € C,0 < |z — 29| < r} dar nu este definitd sau nu este monogend
mn 2g-

Definitia 1.3.14. Punctul oo este punct singular izolat pentru functia f, care
nu este definita in oo, daca f este olomorfa pe exteriorul unui disc de raza
oricat de mare centrat in origine.
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In ceea ce priveste natura punctelor singulare izolate ale functiei f, exista
trei posibilitati:

1) Punctul singular izolat zy € C se numeste punct singular aparent
(inldturabil, eliminabil) al lui f daca (3) Zli_>nzlo f(z)=1leC.

Aplicatia 1.3.10. Pentru functia f(z) = sz punctul zp = 0 este punct
z

singular aparent, pentru cd in acest punct functia nu este definita, pe C\ {0}
functia este olomorta, iar lir% flz)=1
z—
2) Punctul singular izolat zp € C se numeste punct singular esential al
functiei f dacd nu exista lim f(z) .
Z—20

Aplicatia 1.3.11. Pentru functia f(z) = el/#* punctul zp = 0 este punct
singular esential pentru ca functia nu este definita in punctul zy = 0, fiind
olomorfa pe C\ {0} si cum pentru z =z € R

lim f(z) = o0

z—0

iar pentru z =iy cu y € R avem
li iy) =0
yll% f(iy)

rezulta ca hr% f(2) nu exista .
2
3) Punctul singular izolat zp € C se numeste pol de ordinul n > 1 al
functiei f dacd (3) lim (z — 20)" f(2) si este din C\ {0} .
Z—r20

Aplicatia 1.3.12. Pentru functia f(z) = punctele z =0si z =1

b
z2(1 —2)

sunt poli de ordinul 1 (poli simpli) pentru ci functia nu este definitd in

=1,

aceste puncte, fiind olomorfa pe C\ {0,1} si lirr(l) zf(z) = lim
2—

z—01— 2z
lim(z ~ 1)f(2) = lim (-1) — 1.

z—1

Definitia 1.3.15. O functie f se numeste meromorfa intr-un domeniu, dacd
in acel domeniu nu are alte singularitati decat poli.

Teorema 1.3.15. Dacd punctul zg € C este un punct singular izolat aparent
pentru funclia f atunci existd o vecindtate A(zo,r) a lui 2o in care posedd o
dezvoltare in serie Laurent de tipul

F(2) =) calz —20)"
n=0

ceea ce inseamna cd partea principald a seriei Laurent este zero.
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Teorema 1.3.16. Punctul zg € C este pol de ordin m pentru functia f dacd
$t numai dacd existd o vecindtate A(zo,r) a lui zo in care

o0

flz)= Z cn(z — 20)"

n=—m

cu c_m # 0, ceea ce inseamnd cd partea principald a dezvoltarii are numai un
numar finit de termeni nenuli.

Teorema 1.3.17. Punctul zg € C este un punct singular esential pentru
functia f daca gi numai daca exista o vecindatate A(zo,r) a lui zg in care

o

flz)= Z en(z — 20)"

n=-—oo
cu {m € N, c_,, # 0} mulgime infinitd.

Punctul infinit

In cazul in care functia complexa este definita in planul complex pentru
|z| > R, punctul oo constituie un punct singular izolat al functiei date.

In ceea ce priveste natura punctului oo ca punct singular izolat pentru

o functie f, studiul sdu se reduce la studiul punctului z = 0 pentru functia

1
z
Dezvoltarea in serie Laurent a functiei f in vecinatatea punctului oo, se

. . . . . 1\ . .
obtine din dezvoltarea in serie a functiei ¢(z) = f [ — ) in vecinatatea punc-
z

tului 0, inlocuind pe z cu — . Se obtine:
z

o0 o0
C
f(z) = Z:lc_nzn + ZOZ%’ 2| > R.
n= n=

Aplicatia 1.3.13. Functia f : C\{0} = C, f(z) = — 2 areo singularitate
z

23 4+

1
aparenta in z = 0, deoarece liII(l] fz) = 3 gi polii 21 =1, 29 = —i . Functia
z—

o0 =1(3) =5

este olomorfa in jurul punctului z = 0, deci co este singularitate aparenta
pentru functia f.
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1.3.7 Teoria reziduurilor si aplicatii
Fie f : D — C iar zp un punct singular izolat al functiei f , iar :

oo

flz) = Z en(z — 20)"

n=—oo
dezvoltarea in serie Laurent.

Definitia 1.3.16. Se numeste reziduul functiei fin punctul zg si se noteazd
Rez (f, z0) numarul definit de relatia :

Rez (ﬁz@z%/rf(z) dz (1.35)

unde I' este un cerc cu centrul in zg situat in coroana circulard de raza p ,
0 < p<r, parcurs in sens pozitiv.

Teorema 1.3.18. Fie f : D — C o functie olomorfa pe D, cu exceptia
punctului singular izolat zg, atunci calculul reziduului functiei f in punctul zg
se poate face astfel :

din dezvoltarea

1) Rez (f,z0) = c—1 unde c_y este coeficientul lui
Z— 20
in serie Laurent a functiei f pe 0 < |z — zo| < 7.

2)

lim [(z — 20)™ f ()] "V

Rez (f7 ZO) = ﬁ z—20

dacd zy este un pol al functiei f si m este ordinul sau de multiplicitate.
3)
9(20)
h'(z0)
dacd zy este un pol simplu al functiei f si f se poate scrie ca un cat de doud
functii olomorfe f = %, h(z0) #0 .

Rez (f7 ZO) =

In situatia punctului oo, f este olomorfa pe exteriorul unui disc de raza
oricat de mare. Notam cu I'g frontiera discului de raza R, cu centrul in origine,
A(0, R) . Orientarea acestei frontiere se face de aga maniera incat parcurgand-
0, exteriorul discului ramane in stanga, adica invers decat orientarea normala,
motiv pentru care se noteaza cu I';.

Definitia 1.3.17. Se numeste reziduul functiei f in punctul oo si se noteazd
cu Rez(f,00) coeficientul lui 21 din dezvoltarea in serie Laurent a functiei f
in vecindtatea punctului de la infinit, luat cu semn schimbat (—c_1).
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O exprimare echivalenta :

Rez(f,00) = % /1“* f(z) dz sau Rez(f,00) = — ! f(z) d=.

2mi I'r

1
Transformarea ¢ = — duce exteriorul discului de raza R in interiorul discului
z

< . 1 .
de raza %, ambele centrate in 0. De asemenea, ( = — duce punctul z = 0 in
z

punctul oo si punctul co in z =0 .

Teorema 1.3.19. Calculul reziduului in punctul oo al lui f se reduce la cal-

culul reziduului in punctul ¢ = 0 al functiei g(¢) = fc—le (2)

1
Observatia 1.3.7. Tinand seama de faptul ca Rez(f, 00) = 2—/ f(z) dz,
Tl F;{

rezultd Rez(f,00) = c_1 , unde c_; este coeficientul lui % din dezvoltarea lui
¢ In vecinatatea lui ¢ = 0.

Teorema 1.3.20 (teorema reziduurilor). Fie f : D — C si ' o curba
simpla inchisa, neteda sau neteda pe portiuni, inclusa in intregime in D. Daca
f este olomorfa pe D, cu exceptia unui numar finit de puncte singulare izolate
ai,as, - ,ay situate in domeniul A C D , A fiind delimitat de frontiera T
care nu trece prin niciunul din aceste puncte, atunci

/f(z) dz = QWiZRez (f, ak)- (1.36)
r k=1

Observatia 1.3.8. 1. Teorema reziduurilor poate fi considerata ca o consecinta
a teoremei lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe.

2. Teorema reziduurilor prezinta mare importanta deoarece reduce calculul
unor integrale la calculul unor reziduuri, care de cele mai multe ori nu prezinta
dificultati.

3. In cazul cand numirul punctelor singulare izolate ale functiei este foarte
mare, aplicarea teoremei reziduurilor poate conduce la calcule laborioase. In
aceasta situatie se poate calcula reziduul functiei in punctul oo .

Corolarul 1.3.2. Daca f are in tot planul complex numai un numar finit de
puncte singulare izolate, atunci suma tuturor reziduurilor acestei functii este
nula

Rez (f,oo)JrZRez (fyax) =0 (1.37)
k=1
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1.4 Distributii

Incercarea de a defini concepte ideale cum ar fi: impulsul unitar, densitatea
unei sarcini etc. conduce la o notiune care generalizeaza conceptul de functie.
Sa consideram un exemplu si anume impulsul ideal unitar.

o- a3
0,4 ]
] 15
0,3 ]
0, 2 ]
0,4 7
3 -2 0 2 3 3 -2 10 1 2 3
X X
e=1 e=1, 0.5, 0.2

Figura 1.3: Impulsul unitar

Impulsul unitar la momentul ¢ = 0 este definit prin

he(t) = { % t € [—¢,+e]
0 té¢[—e el

Observam ca
—+oo
/ he(t) dt = 1.
—00
Ne punem problema sa definim impulsul concentrat in ¢ = 0, luand ¢ cat
mai mic, adica trecem la limita pentru € — 0 si obtinem

0, t#0
400, t=0.

e—0

Valoarea limitei precedente a fost notatd cu §(t) si consideratd pentru prima
data de catre Dirac, in ”Principiile mecanicii cuantice”, in 1930. Acest calcul
reflecta faptul ca nu putem masura impulsul intr-un punct, ci doar ”impulsurile
medii” in vecinatatea punctului considerat. Bazele matematice au fost puse
ulterior de cétre Sobolev gi Schwarz.
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Spatiul functiilor test
Fie ¢ : R — C o functie; definim suportul prin inchiderea multimii pentru
care  nu se anuleaza, adica

supp ¢ = {t € Rlp(t) # 0}.

Se poate demonstra ca suportul este complementara celei mai mari multimi
deschise pe care ¢ se anuleaza.

Aplicatia 1.4.1. Sa determinam suportul pentru urmatoarele functii:

1. he
1, t>0

- “(t):{ 0, t<0.

Observam ca cea mai mare multime inchisd in afara careia h. se an-
uleazd este [—¢,+¢]. Analog, suportul functiei unitate, sau a lui Heaviside
este [0, +00).

Daca functia ¢ admite derivate de orice ordin, vom spune ca este indefinit
derivabild gi vom nota ¢ € C*°(R). Introducem urmétoarea clasa de functii

D ={p € C®(R) | supp ¢ marginit}.

Prin definitie suportul este o multime inchisa, deci marginirea suportului este
echivalentd cu faptul ca suportul este o multime compacta gi clasa D se mai
numegte clasa functiilor indefinit derivabile cu suport compact.

Elementele din D se numesc functii test. Se constata usor ca D este spatiu
vectorial peste corpul numerelor complexe C; intr-adevar daca ¢, @1, w2 € D
si a € C, atunci ap € C°(R), p1 + @2 € C°(R) iar supp a ¢ = supp ¢, iar
supp ( 1+ p2) C supp 1 U supp p2.

Functiile h., considerate anterior, au suport marginit, dar nu sunt nici
mécar continue pe R. Functia ef, ¢ € R satisface conditia de a fi din C*°(R),
dar are suportul toata multimea reala R. S& ddm un exemplu remarcabil de
functie test.

Exemplul 1.4.1. Functia definita prin
£2
welt) = | cee™ L <
0, [t| > e

unde ce € R este astfel ales incat
+0o0o
—00

este functie test gi este cunoscuta sub numele de scufita.
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Figura 1.4:

Vom ardta cd w; este o functie din C*°(R). In acest caz functia devine

1
wl(t) _ CletZ*l, |t| <1
0, It > 1.

Se poate vedea usor faptul ca tlir£1 wy = 0. Deci functia este continua. Pen-
—

tru a stabili derivabilitatea in 1, este suficient, din corolarul lui Lagrange,

—9t 1
s& calculim lim w/(¢). La stanga lui 1 derivata este ' (t) = ————=et2-1
ol 1() g Vi 1() (t2—1)2
1

Este suficient sa calculam lim -1, Facem schimbarea y = ﬁ si con-

1
—e
£ (t—1)2
statim cii atunci cand t 1, y \, —oo si limita revine deci la lim y2eY.

Y \—00
Aplicand de doud ori regula lui I’'Hospital deducem ca aceasta limita este 0,
deci wi(0) = 0. Analog in ¢ = —1. Deci w; este derivabild. Analog se aratd

ca derivata este continud; apoi un rationament prin inductie arata ca w; este
o functie din C*°(R).

Urmatoarea lema indica un procedeu general de a construi functii test cu
suportul pe un deschis oarecare.

Lema 1.4.1. Pentru orice interval (a,b) CR sie > 0 ezista n € C°(R), cu
urmatoarele proprietati:

1.0<n<1

2. n(t) =1 pentrut € (a —e,b+¢)

3. n(t) =0, pentru t ¢ (a — 3e,b+ 3¢).



42 CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

Convergenta in D

Pe multimea D introducem definim convergenta sirurilor.
Definitia 1.4.1. Fie p,, ¢ € D, n € N, girul ¢,, converge in D la ¢ §i notam

D
Pn — @

dacd exista A > 0, astfel ca supp pn, supp ¢ C [—A, A]) si

uni form
o o e

Yk € N, n — +oo ( convergenta este uniformd). Vom mai nota ¢, — ¢ in

D.

Indicam cateva operatii cu functii test, care au ca rezultat tot functii test.
Daca f este o functie oarecare de clasd C*°(R) si ¢ o functie test, atunci prin
inmultrea lor, se obtine tot o functie test. Daca ¢, functie test este compusa
cu at + b, rezultatul este tot o functie test. De asemenea, dacd derivam o
functie test, rezultatul este tot o functie test.

Se poate demonstra cd operatiile anterioare sunt continue; sa aratam in
cazul derivarii. Dacid ¢, — ¢ in D, sd aratdm ca wﬁl’”) — o™ in D. Este
suficient s& observam ca suporturile derivatelor de ordinul m raman in acelagi
multime si ca

(M) k) — pm+k) _y ,(m+K) - yniform n — oo.
Notiunea de distributie

Definitia 1.4.2. Functionala T : D — C se numeste distributie dacd

1. T este liniara, adica T(a1p1 + asps) = a1T(p1) + aoT (v2),
Yai,as € (C,

2. T este continud (prin siruri), adica Yon € D, @n — ¢ in D rezultd

T(pn) = T(p).

Convergenta precedenta are loc in spatiul numerelor complexe C, cu topolo-
gia uzuala. Notam cu D’, multimea tuturor distributiilor, care se mai numeste
dualul lui D. Vom folosi diferite notatii

T(p) = (T, ¢) = (T(t), (1))

ultima pentru a indica explicit variabila independenta a functiei test; nu se
poate defini valoarea unei distributii intr-un punct, totusi vom folosi notatia
pentru a pune in evidenta asupra carei variabile se aplica distributia.
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Definitia 1.4.3. Sirul T,, € D’ converge slab la T € D’ dacd pentru orice
@ €D, are loc:

(Tn, ) = (T, ).
Se poate demonstra c& D’ este complet relativ la convergenta slaba.

Teorema 1.4.1. Dacd T,, este un sir din D' cu proprietatea cd pentru orice
© € D sirul numeric (T,,p) este convergent, atunci functionala T definitd
prin:

(T,p) = lim (Ty,¢)

n—+00
este din D',
+oo
Definitia 1.4.4. Dacd T,, € D', n € N atunci spunem cd seria ZTn este
n=1

slab convergentd la T in D', dacd sirul sumelor partiale S, = Ty + --- + T},
este slab convergent la T $i notam

+oo

N T, =T

n=1

Exemple de distributii

Distributii de tip functie (regulate) Pentru o functie local integrabild
f, definim distributia generata prin formula:

“+o00

Ty D = C, (T}, ¢) :/ F(®)p(t) dt, Ve D. (1.38)

Observam ca integrala este bine definita, deoarece f fiind local integrabila,
integrala din membrul al doilea este pe un interval compact, dat de suportul
functiei test. S& ardtam c& formula (1.38) definegte o distributie. Mai intéi
liniaritatea.

(Tpranor+azpn) = [ F(E)(orer(t) + anpa(t)) dt =

—0o0

+o00 +o00
—ar [T i0a@ dtar [ fOp0 dt= (T + aalT ).

— —00

Apoi, daca ¢, — ¢, in D, atunci prin trecere la limita sub semnul integralei,
(situatie posibila datoritd convergentei uniforme), rezulta:

+o00 +o0
(Tfﬂon) = f(t)‘Pn(t) dz — f(t)‘P(t) dt = (va‘P)-

- —00
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Daca de exemplu f = u, functia unitate, obtinem distributia Heaviside:

+o0
(T, ) :/O o(t) dt, Vi € D. (1.39)

Urmatoarea lema arata ca intre distributiile regulate si clasele de functii
local integrabile se poate stabili o corespondenta biunivoca.

Lema 1.4.2 (du Bois-Raymond). Fie f o functie local integrabild pe R.
Atunci Ty = 0 daca si numai dacd f = 0 aproape peste tot.

Pe baza acestei leme putem considera ca functiile local integrabile sunt
cazuri particulare de distributii, ceea ce justifica denumirea de functii gener-
alizate.

Observatia 1.4.1. Dacéa aplicam aceasta lema, observam ca modificand val-
orile unei functii Intr-o multime cel mult numarabila, se obtine aceeasi distri-
butie generata.

De exemplu sa alegem functiile

1 t>0

1 tz0 o )1
w={ 5 120 suw=1 1 1=0
0 t<O0

atunci ele genereaza aceeesi distributie si anume Heaviside, adica T;, = Ty, .
Distributii singulare.
O distributie este singulard daca nu exista nici o functie local integrabila
care s& o genereze in sensul formulei (1.38). Definim distributiile Dirac prin:
§:D—=C (6,¢0) =9(0), VoD (1.40)
9o :D—=C  (da,p) =¢(a), a€ R, YpeD. (1.41)

Se poate ariata ca formulele precedente definesc distributii si faptul ca
distributia Dirac este singulara. Sa dam cateva aplicatii legate de distributia
Dirac.

Aplicatia 1.4.2. Sirul distributiilor generate de h1 converge slab la distributia

Dirac §. Sa aratam ca

lim [ hip(t) dt = ¢(0)

n——+4oo R
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pentru orice ¢ € D. Din continuitatea functiei test, pentru orice > 0, exista
eo astfel ca dacd [t]| < g, rezulta |p(t) — ¢(0)| < n. Avem atunci

[ 00 dt = o0l =1 [ 060 - 0(0) dtl <

< [ molet) e at<n [ 0 at=n,

de unde rezultd afirmatia.

+oo
Aplicatia 1.4.3. Seria Z(Sn este convergenta slab.
n=1
+oo
E suficient sd remarcam ca pentru orice ¢ € D, suma Z(§n,(p) este o
n=1

suma finita.
O distributie poate fi generata de functii care nu sunt local integrabile,
astfel se obtin distributii valori principale.

1
Exemplul 1.4.2. Functionala notata Vp n si definita prin:

(Vp%,(p) = vp/_:O @ dt = 31\1‘1(1) (/_D: @ dt + /_:00 wgt) dt) (1.42)

este o distributie.

Functia — nu este integrabila pe nici un interval care contine originea. Sa

demonstram ca formula (1.42) defineste o distributie. Pentru aceasta ardtim
mai intai ca exista limita din membrul al doilea. Deoarece ¢ este nula in afara
unui interval [—A, A] si

([ [1500) -

limita din definitie (1.42) exista simultan cu urmétoarea

i </ o(t) — ¢(0) @(0) dH/*"O (t) = ¢(0) dt>.

e\0 e t

Ultima integrala exista deoarece

t) — (0
PO < up /1)) < 4.
te[A,A]
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Evident corespondenta ¢ — (Vp%,gp) este liniara. S& mai aratam ca este
si continud prin siruri. Fie ¢, — 0 in D; atunci exista r > 0, astfel ca
supppn C [—r,7], Vn > 1. Ca mai inainte

(Vp%,san) = vp[ M dt.

Dar

t —
‘M| < sup ¢l (t)] = 0 pentru n — +o0.
t te[—r,r]

Deci |(Vp3,¢n)| = 0, dacd n — 0.

Alte consecinte ale convergentei slabe sunt date de formulele din exemplul
urmator.

Aplicatia 1.4.4. Au loc urmatoarele egalitati:

+o0 t +o0 t
lim il ) dt = —imp(0) + Vp/ 0] dt
e=0 ) _ t+1e USS /
) +o0 cp(t) +o0 g&(t (1'43)
;1_13(1) . t—wdt_m@()_‘_‘/p/,oo Tdt.

numite formulele lui Sohotski.
Demonstram prima egalitate. Daca ¢ = 0 pentru |z| > A, atunci

lim PO 4 —tim [ LTI ) ar =
=0 J_o t+ie e—0 At2+€2
A : A :
t— t— t) — (0
= (0) lim 27162 dt + lim (t = ie)(e(t) = £(0)) dt =
e—0 —_A t + 13 e—0 —_A t2 + 52

A t
= —2ip(0) gii%arctg; +/A plt) - ; #(0) dt =

= —imp(0) + Vp /+OO @ dt.

—00

. . o . | <
Relatia de mai sus exprima convergenta in D’ a sirului P daca ¢ — 0;
ie

1
notam valoarea limitei cu 0 Analog se obtine si cea de a doua relatjie.
i

Suportul unei distributii

Desi dupa cum am precizat, nu se poate vorbi despre valoarea unei distributii
intr-un punct, se poate defini faptul ca o distributie se anuleaza pe o multime
deschisa.
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Definitia 1.4.5. Fie T € D’; spunem cd T se anuleazi pe multimea deschis#
D C R, daca Ve € D, cu supp ¢ C D, are loc (T, ) = 0.

Definitia 1.4.6. Fie T € D’; numim suportul distributiei T complementara
celei mai mari mulfimi deschise pe care T se anuleaza. Notam suportul cu
supp T.

Aplicatia 1.4.5. S determinam suportul distributiilor Dirac si Heaviside.
1 supp 0, = a, deoarece J, se anuleazid pe R\ {a}.
2. supp T, = [0, 4+00), unde reamintim ca T, este distributia Heaviside.

Distributii cu suport compact
Daca notam cu
E={f:R=C, feC®R)}

definim urmatoarea convergenta a girurilor: ¢, — ¢ in &, daca cp%k) — k),
uniform pe orice compact K C R.

Notdm cu & multimea tuturor functionalelor T': & — C, liniare si con-
tinue, relativ la convergenta de mai sus. Se poate demonstra cid multimea
distributiilor cu suport compact coincide cu &’.

Operatii cu distributii

Definitia 1.4.7. Dacd Ty, T> € D', definim suma Ty +T5, ca distributia datd
de:
(T1 + Tz, ) = (T1, ) + (T2, ), Vo € D. (1.44)

Dacd A € C,T € D', definim inmultirea cu scalar prin:
(AT, @) = AT, ). (1.45)

Dacd f € C®(R) i T € D' definim Inmultirea cu functii indefinit derivabile
prin:
(f T,9) = (T, f ¢). (1.46)

Se poate demonstra ca prin formulele precedente sunt definite de fiecare
data distributii, dar lasam demonstratia pe seama cititorului.

Definitia 1.4.8. Daca T € D', iar uw = at + b, a # 0, formula:

(T(at + b), () = & (T(w) ¢ (“ - b)) (1.47)

lal a

se numste distributia obfinutd prin schimbarea variabilei.
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Se poate arata ca T'(at + b) este o distributie. Daci f € L} (R), atunci

loc
formula (1.47) reprezintd schimbarea de variabild intr-o integrala.

Aplicatia 1.4.6. Sa demonstram ca distributia Dirac are proprietatile:

(8(at+9).0(0) = () (1.48)
(3(at). o(8) = 10) = 6.) (1.49)
5(—t) = 8(1) (1.50)

5(t —a) = b,. (1.51)

Daca aplicdm formula (1.47) pentru ¢ obtinem (1.48). Pentru b = 0,a #
0 avem (1.49). Din egalitatea precedentd deducem ”paritatea” distributiei
Dirac, adica (1.50). Dacd a = 1,b = a, atunci

(0(t = a), (1)) = (6(w), p(u + a)) = p(a) = (da; ¥),

de unde se obtine (1.51).

1.4.1 Derivarea distributiilor
Definitia 1.4.9. Dacd T € D', atunci definim derivata sa de ordin n € N
este definitd prin:

(T™, o) = (—=1)"(T, ™) Vo € D. (1.52)

Fie f € L},.(R) si presupunem c& derivata exista si este tot din L}, .(R).
Are loc

+o0 +oo
| rwem a= sz - [ s0e0 a v e .

Deoarece ¢ se anuleaza in afara unui compact, din formula precedenta rezulta

(Tyr,0) = =(Ty, ).

Deci in acest caz derivata distributiei generate de f coincide cu distributia
generata de derivata lui f.

Aplicatia 1.4.7. Sa calculam derivatele distributiei Dirac si derivata distri-
butiei Heaviside.
Pentru Dirac, folosind definitia avem:
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Derivata distributiei Heaviside este 77, = 4. Intr-adevir

u

+oo
(T! ) = — /O (1) dt = p(0) = (6,9).

Vom da in continuare cateva formule de derivare de mare utilitate practica.

Teorema 1.4.2. Dacd f admite derivata de ordin n din Li, (R) si derivatele

o ,f(") au in t =0 punct de discontinuitate de prima spetd atunci:
T = Ty + on 18+ + 008" D (1.53)

unde o, = f® (04 0) — fF)(0 — 0) este saltul derivatei de ordin k int = 0.

Demonstratie. Sa demonstram afirmatia pentru n = 1, adica

T]/c =Ty + 000.
Avem .
(Tp0) = =(Tp ) == [ F(0(0) dt =
+o00
= fO)e(t)| 200 — FO) (D)™ +/_ F®)p(t)dt = (T, p) + 00(3, ).

Demonstratia completa presupune rationament prin inductie, dar trecerea de
la n la n 4+ 1 se face asemanator cu situatia de mai sus i o lasam in seama
cititorului. [ |

Aplicatia 1.4.8. S& calculam derivatele functiei f(t) = wu(t)cost.
Calculam primele derivate, observand pentru inceput ca in ¢t = 0, functia
nu este derivabila. Avem

f'(t) = —u(t)sint o1 =0
1'(t) =u(t)cost o9 =-1
f"(#) = u(t)sint o3 =0.
Urmeaza
- (23]
n —(2k—1
Tf = Tu(t) cos(m ¢ T Z 02(k—1)5n ( )
k=1
unde oy_1) = (—1)F1L,
Generalizare. In ipotezele precedente, daca punctul de discontinuitate
este t = a, atunci saltul functiilor se ia in t = a, iar distributiile se inlocuiesc

cu .
T;n) = Tf(n) +0op_10q + -+ 005¢(1n_1) (154)

unde oy, = f® (a4 0) — f®)(a — 0).
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Teorema 1.4.3. Dacd f € C®(R) i T € D', atunci are loc:
(f )™ =y 4 L= o ™), (1.55)

Demonstratie. Formula poate i demonstrata prin inductie; noi vom arata
doar cazul n = 1.

(fT), @) ==(f T,¢') = =(T. f¢') = =(T. (f9) = f'¢) =

= (T, fo)+ (T, f'¢) = (f T', ) + (f' T, ).

In egalitatile precedente s-au folosit formulele de derivare a distributiilor si
produsul unei distributii cu o functie de clasa C*°(R). ]

Teorema 1.4.4. Daca f, functie local integrabild are pe orice interval margi-
nit un numar finit de puncte ty de discontinuitate de prima speta, iar f este
derivabild pe R\ {tx}, atunci are loc

+o00

Th=Tp+ Y (f(t +0) = f(tr = 0))é,. (1.56)
k=1

Demonstratia este imediaté, daca folosim prima teorema de derivare.

Aplicatia 1.4.9. Sa determinam derivata distributiei generate de prelungirea
prin periodicitate a functiei f : [-1,1) = R, f(t) =t pe R.

Prelungim prin periodicitate functia f : [-1,1) = R, f(¢) = ¢ pe R; atunci
ea genereaza o distributie a carei derivata dupa formula precedenta este

T =Ty + Y (F((2k = 1) +0) = f((2k = 1) = 0)))dar—1
keZ

si cum f' =0 pe R\ {2k — 1}, avem

Th=-2 dop1.
keZ

Aplicatia 1.4.10. [formula lui Poisson de insumare] Pentru orice ¢ € D
are loc:

+oo +00 0 )
Z p(n) = Z [ o(w)em?™ dw. (1.57)

Fie h : [0,27) — R functia definita prin:

t 12



1.4. DISTRIBUTII o1

Ea admite dezvoltare in serie Fourier sub forma complexa

2w

—+o0
. 1 .
h(t) = Z ene™, ¢, = o h(t)efmt dt.
n=-—o00 0

Daca efectuam calculele, obtinem
+oo
s 1 1
h(t)y == — — —elnt,
®) 6 27 Z n2®
n=—00,n#0

Seria din membrul al doilea poate fi derivata in sensul teoriei distributiilor,

int
deoarece, din |—| = #7 rezultd uniform convergentd. Vom deriva aceasta
n
serie de doud ori; folosind formula (1.56) si faptul ca prelungirea prin periodic-
t
itate a lui h este continui, iar prelungirea prin periodicitate a lui b’ = 3 90
Y5
t € (0,27) este discontinud pe R \ {2n7} are loc
+o00
1 1 1
T = ——T; Oonr(= + =).
h o 1+ Z 2n7r(2+2)

n—=—oo

Egaland aceasta serie cu derivata de doua ori a seriei anterioare, avem

1 +o00 1 +o00
7%1—‘] + Z (527”1— = % Z Teint.

n=-—oo n=—o00,n#0
21w . o . s T
Alegem t = si folosim asemanarea (1.50) si (1.51) distribugiei Dirac, avem

wo

+oo 1 +o0

6 - = — T s 2w .
5 son=2 8 1
n=-—oo n=—oo

Daca particularizam wg = 1, pentru orice ¢ € D are loc formula cautata.

1.4.2 Convolutia distributiilor

Daci f,g € L} (R) admit produs de convolutie din L! (R), atunci acesta

loc loc
genereaza o distributie gi anume

+o0o +o0o +00

(T} + Ty, ) = / (f * 9)(D)plt) dt = / F(8)g(t — 5) dsp(t) dt =

—00 —oo J—
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= [Tras [Tae-gewar= [ as [ gt +w v

—00 —0o0 —00 —00

Daca ¢(s+1t) ar apartine lui D (ceea ce in general nu se iIntampla), tinand
cont de definitia distributiei de tip functie, ultimul membru poate fi scris
formal (T(s), (Ty(u), ¢(s+u)), dar in general acest lucru nu este corect definit.
Constructia ce urmeaza repara acest neajuns, introducand o alta operatie cu
distributii gi anume produsul direct. Cu ajutorul acesteia definim ulterior
produsul de convolutie al distributiilor.

Produsul direct al distributiilor
Vom considera clasa functiilor test pe R?, adica

D(R?) = {p: R? - C,p € C®(R?), supp ¢ compact}.

Fie dous distributii (de o variabili), definite pe D(R); pentru orice ¢ € D(R?)
definim functionala

(S(s) - T(t), p(s,1)) = (S(s), (T(t), (s, 1)))- (1.58)

Aratam ca aceasta relatie definegte o distributie, care se va numi produsul
direct al distributiilor S, T'. Mentionam o lema, care constituie un instrument
tehnic util.

Lema 1.4.3. Fie T € D' si p € D(R?) atunci functia
U(s) = (T'(t), ¢(s,1))
este din D(R) i

P (s) = (T(#), Pan P(5:1))- (1.59)

Revenind la definitia produsului direct, constatam ca functionala definita
de (1.58) este liniara, datorita faptului c¢& S,T sunt liniare. S& demonstram
ci functionala este si continua. Fie ¢, — ¢, k — +oo in D(R?). Din lema
precedenta, rezulta

(T@), pr(s, 1)) = (T(), (s, 1)), k — +o0
in D(R), iar din continuitatea lui S pe D(R).
(S(5), (T'(t), pr(s, 1)) = (S(s), (T'(£), pr(s, 1)))-

Astfel relatia (1.58) definegte o distributie.
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Teorema 1.4.5 (comutativitatea produsului direct). Fie S,T € D'(R)
are loc

S(s)-T(t) = T(t) - S(s).

Teorema 1.4.6 (derivarea produsului direct). Dacad S, T sunt doud distri-
butii, atunct are loc

d
s S(s)-T(t) =8"(s) - T(t). (1.60)
S
Produsul de convolutie al distributiilor
Daca ¢ € D, functia p(s + t) nu este o functie test, neavand suportul
compact. Pentru a corecta acest fapt, o vom Inmulti cu functii care au suport
compact, iar produsul de convolutie poate fi acum definit.

Definitia 1.4.10. Sirul 7, € D(R?) tinde la 1 in R?, dacd

a. pentru orice compact K C R? existd no, astfel ca ni(s,t) = 1 pentru
(s,t) € K sik > ng

b. functiile ny si toate derivatele lor partiale sunt uniform mdrginite pe
R2, adicd pentru orice a = (a1, a) existd co astfel ca

a|o¢1+a2|,’7k (S: t)

51 50021 <ca, K=1,2,...

[ D%k (s, )] =

Definitia 1.4.11. Fie S,T € D’ astfel ca pentru orice n, € D(R?) care tinde
la 1 in R?, existd limita sirului numeric

lim (S(s)-T(t),m(s,t)p(s+1)), Vo € D(R). (1.61)

k—+oo
Valoarea acestei limite o numim produs de convolutie si o notam (S T, ).

Relatia precedenta defineste o functionald; si demonstram ca este o distri-
butie. Fie ¢, — ¢, n — oo in D, atunci:

nk(57 t)tpn(s + t) — nk(sv t)(p(s + t)'
Deoarece produsul direct S - T este o functionala continua, obtinem:
(S(S) ' T(t)v 7719(57 t)(pn(s + t)) - (S(S) ' T(t)7 nk(sa t)(p(S + t))

deci functionala definita de (1.61) este continud. Vom analiza in continuare
cateva situatii in care exista produsul de convolutie.
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Teorema 1.4.7. Fie T € D', atunci existd T x 6 si 6 x T si are loc:
Tx0=6+xT="T.

Demonstratie. Fie ¢ € D(R) si 7, un sir de functii din D(R?) care tinde
la 1 in R?. Atunci nx(s,0)p(s) = ¢(s), k — oo in D(R) si

lim (7'(s) - 0(t), me(s, t)p(s + 1)) = lggl(T(S)mk(s,O)w(S)) = (T'(s),(s))

k—o0

deci existd T'xd = T. Din comutativitatea produsului direct rezulta gi dxT =
T. |
Mai general se poate demonstra urmatoarea teorema.

Teorema 1.4.8. Dacd T,S € D’ si T are suport compact, atunci convolutia
T xS exista si este

(S*T,p) = (S(s) - T(t),n(t)p(s +1)), Vo €D

unde n € D si este 1 intr-o vecindtate a lui supp T'.

Demonstratie. Presupunem supp S C {t| |t| < A} sin € DR), n =1
pe o vecinatate a suportului lui S, iar supp n C S(0,A). Fie ¢ € D(R) cu
suppp C S(0, A1) si ni(s,t) € D(R?) un sir care tinde la 1 in R2. Pentru n
suficient de mare

n()nk(s, t)p(s +1) = n(t)p(s +1).

Egalitatea precedentii decurge din faptul i 5(t)p(s +t) € D(R?). Intr-adevar
ne € C*(R?), iar

supp 1(t)(s +1) C {(s,0) [s + ] < Ay, [t] < A}
iar aceasta multime este marginita. Deoarece T' = nT rezulta,

(ST, ) = lim (S(s) - T(t), mk (s, t)(s + 1)) =

k—o0

= lim (S(s) - ()T (), n()nk(s, t)p(s +1)) =

k—o0

= lim (S(s) - T(t)nr(s, t)p(s +1)) =

k—o0

= (S(s) - T(t),n(t)p(s +1)), Yp € D.

Se mai pot dovedi afirmatiile urmatoare:
1. Daca T;, = T in D’ atunci T, *x S — T % S.
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2. Daca S, — S in D' si S,,S au suporturile inchise intr-o multime
marginita, atunci T'x S,, = R* S.

Aplicatia 1.4.11. Pentru orice a,b € R are loc:
5a * (5[, = 5a+b-

intr—adevér, din teorema precedenta pentru o functie n egala cu 1 pe o
vecindtate a lui {b}, are loc

(00 % 0, p) = (da(s) - (b), np(s + 1)) =

(Ga(s), (66(t), ne(s +1)) = (8a(s), (s + b)) = (@ +b) = (batb: ©)-

Dam in continuare cateva proprietati ale convolutiei, daca aceasta operatie
este definita.

Teorema 1.4.9 (liniaritatea produsului de convolutie). Daca T1,T2,T5 €
D’ astfel ca Ty x T3, Ty x T3 sd fie definite, atunci pentru orice A1, A2 € R are
loc

()\1T1 + )\QTQ) * T3 = MT1 xT3 + XoTn % T3.

Observatia 1.4.2. In general convolutia nu este o operatie continui de la D’
la D', dupa cum rezultd din exemplul urmator.

d(t—Fk)—0, k— o0

in D', deoarece Vo € D are loc (8(t — k), ) = ¢(k) — 0, k — oo; pe de altd
parte
1x0(t—k)=1,

care nu tinde la 0.

Din comutativitatea produsului direct, rezulta comutativitatea convolutiei,
dupa cum se afirma mai jos.

Teorema 1.4.10 (comutativitatea produsului de convolutie). Dacd ez-
ista T x S, atunci exista si ST si sunt egale.

Teorema 1.4.11 (derivarea produsului de convolutie)). Dacd exista T x
S, atunci existda T™ xS si T« S™ i are loc:

(S+T)™W =80 5T = g™
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Corolarul 1.4.1. Dacd T € D', atunci are loc

7M™ — §%T™ — §0) o T (1.62)

Observatia 1.4.3. Din existenta convolutiilor 7™ % S, T x ™ nu rezulti
existenta convolutiei 7' x .S, dupa cum deducem din exemplul de mai jos.

TQ/L*le(S*leTl
TyxT| =T, %0 =0.

Teorema 1.4.12 (translatia convolutiei). Dacd existd SxT, atunci existda
$1 S(s+ h)xT(s) si are loc:

S(s+h)xT(s)=S*T(s+h), Vh e R

Teorema 1.4.13. Dacd S,T € D!, atunci exista S+T, apartine lui D', si are
loc

(S*T,p) = (S(s) - T(t), m(s)ma(t)e(s + 1)), ¢ €D,

unde m,n2 € C°(R) i sunt egale cu 1 intr-o vecindtate a semiazei [0, 4+00)
st nule pentru t < 0, suficient de mare in valoare absoluta.

Observatia 1.4.4. In general convolutia distributiilor nu este o operatie aso-
ciativa, dupa cum rezulta din exemplul umator.

Aplicatia 1.4.12. Aritati cd produsul de convolutie al distributiilor T;,, ¢’ si
T nu este asociativ.
Intr-adevar au loc:

(Tux &) xTh = (T, *x8)xTh = (6% 0)xTh =T}

Tux (8'*xTh) =Tyux (6 xT7) = Ty* (6 % Tpp) = To.

Fie D’_ multimea distributiilor cu suportul in [0,00). Se poate demonstra c&
in D’+ convolutia este asociativa.

Teorema 1.4.14. Convolutia distributiilor din D’ este o operatie asociativd,
adicd
T1 * (T2 * T3) = (T1 *TQ) *T3.

Aplicatia 1.4.13. Fie S,T € D/, doua distributii cunoscute; sa determinam
U € D/, astfel ca
S+xU=T.
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Dacs T = §, solutia U daci existi o vom nota S~! si o vom numi inversa
distributiei S. Daca existd inversa S~!, atunci ecuatia admite solutie unica de
forma

U=8"1xT.

Intr-adevir S~ + T este solutie, deoarece

Sx(STIxT)=(S*xSH*T=6+xT=T.
Daca ar exista doua solutii, Uy, Us, atunci din S x Uy =T, 5 « Uy = T rezulta
Sx (U —Uy) =0, de unde S~ % (Sx (Up — Us)) = (S7Ex 8) x (U — Us) =
Uy — Uy =0 si deci Uy = Us.
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Capitolul 2

Transformarea Fourier

2.1 Transformarea Fourier

Definitia 2.1.1. Fie f : R — C o functie din L*(R). Functia F : R — C

definita prin:
+o0 .
F(w) = f(@)e W% dz, 2 =-1 (2.1)

se numeste transformata Fourier a functiei f.

Vom folosi notatiile
F(w) = 3f(@)](w).

iar uneori vom renunta la argumentele celor doua functii, daca acest lucru nu
este esential. Uneori transformata se mai noteaza f(w). S& mai observim ci
are loc

F(—w) = F(w).
Din acest motiv este suficient si cunoagtem F'(w) pentru valori w > 0.
Definitia 2.1.2. Corespondenta

f(z) = F(w)

se numeste transformare Fourier.

Observatia 2.1.1. Transformarea Fourier este liniara.

Interpretare fizica Daca (7, <) este o multime ordonata ale carei ele-
mente se numesc momente, o functie f : 7 — R se numeste semnal. Daca
7 C R, este un interval, semnalul este continual, iar dacd 7 = {0,1,..., N —1}
se mai numeste discret.

59
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\ )
T\ JIN

— —

-2 -1 1 2 -4 -2 2 4

Semnalul f(z) = e~ *! Spectrul in frecventd F(w)

Figura 2.1: Transformarea Fourier

F(w) este numit spectrul in frecventd si fiind cu valori complexe admite
reprezentarea F(w) = A(w) ®@) unde ®(w) = argF(w) reprezinti faza de
frecventa, iar A(w) = |F(w)| este amplitudinea n frecventd; putem spune ca
F listeaza amplitudinile F'(w) ale oscilatiilor armonice e“*.

Pe scurt unui semnal i se asociaza transformata sa; daca semnalul se trans-
mite pe un canal de transmisie, fizic se citeste de fapt spectrul sdu in frecventa
si problema este de a identifica semnalul corespunzator.

Teorema 2.1.1 (intarziere, deplasare, aseméanare). Dacd f : R — C este
din L'(R) atunci:

Tlf (@ - a)](w) = e “ITf(2)](w) (2.2)
Fle 19 f(2))(w) = F[f(@)](w + a) (2.3)
(0 2)) = IV @IE). a0, (2.4)

Demonstratie. Pentru fiecare formula vom folosi definitia transformatei
Fourier gi schimbari convenabile de variabila. Prima relatie rezulta astfel

+o00 . +oo :
Ff—a)w) = [ fle—ae@Tde= [ fye wWl@ty) qy—

= e WIF(f () (w).
Pentru a doua formuld avem succesiv
. +o0 . .
T (@)w) = [T )T do

+oo .
- F@)e W+ OT qo — Ff(2)](w + a).

—0o0
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Analog obtinem ultima formula:

+oo . 1
Ffaa)w) = [ flaz)e W do =

w

Ff@)](=).

_ |al a

]
Aplicatia 2.1.1. Sa determinam transformatele Fourier pentru urmaétoarele
functii:

>
1. functia unitate u(z) = { (1)’ xin/rgst
7 o 7r]
272
0, 1n rest.

A, zel-

2. functjia fereastra f(z) = {

oo, —WT 1o 1
1. _ —lw __¢ -

Flu(z)](w) /0 e dz = ‘0 =
2. Observam ci are loc f(z) = A (u(x + g) —u(x —

3

2
Teorema 2.1.1 avem Flu(z+ §)](w) = emwar"[u(x)](w) _—— Analog Flu(z —
. iw

e 2z

)), iar daca folosim

Fl(w) = W Se obtine
2A . wT WT
Ff(@))(w) = ?sm(T) =mA- sa(7)
sinx 0
unde sa(z) = { z z # este functia denumita sinus atenuat.
1, rz=0

Aplicatia 2.1.2. Se considera un semnal de tip impuls
[ ocos(3F), |HILST
1) = { 0, in rest.
1. Reprezentati grafic semnalul in domeniul timp.

2. Calculati transformata Fourier pentru acest semnal.

3. Determinati frecventa nulurilor spectrale si reprezentati grafic spectrul

de amplitudine al acestui impuls, in domeniul frecventelor pozitive, pen-
tru T' = 250 us.

Acest semnal este limitat in timp gi este reprezentat in figura de mai jos.

Pentru calculul transformatei Fourier, folosind relatia cosx = %(eiz + 77,
obtinem

1 (T /. =« -
F(w) = 3 / ., (e‘(ﬁ*“)t +e*1<ﬁ+“>t) dt =
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0,8
0, §
0,4
0,2
“““ 0] T
-2 -1 0 1 2
X
Semnalul dreptunghiular Sinusul atenuat

Figura 2.2: Spectrul semnalului dreptunghiular

T [sa (g fwT) +sa (g +wT)} .

Spectrul de amplitudine a semnalului, calculat ca modul al transformatei
Fourier, se anuleaza in acele puncte determinate de conditia § + wT = km,
k € Z. Deducem valorile nulurilor spectrale: wy = W, k € Z. Rezulta
frecventele nulurilor spectrale: fi = %, k € Z. Pentru T = 250 us, valorile

acestor frecvente sunt: 1kHz, 3kHz, 5kHz, etc.

Aplicatia 2.1.3. S determinam transformata Fourier a functiei f(x) =
e*aﬁ, a > 0.

2
Pentru inceput stabilim transformata functiei f(z) =e~% . Avem

+o00 X +o00 w- W2
?[€_x2](w) = / e e gy = / e~ @) =T qg =

—00 [e.e]

w? +oo w2
:677/ e~ @3 qg.
—00

Daca notdm z = x + §i integrala se face pe o dreapta paralela cu axa ox,
iar daca folosim teorema lui Cauchy din teoria functiilor complexe, rezulta,
alegdnd drumuri convenabile, ca integrala are aceeasi valoare cu integrala reala

w2

+o0
/ e dz = /7. Deci Fle"|(w) = /me™ T . folosim Propozitia 2.1.1 si,

—0o0
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Semnalul Gauss Transformarea Fourier

Figura 2.3: Transformarea clopotului lui Gauss

pentru functia din enunt, obtinem

T = o900y =\ [T 29

Aplicatia 2.1.4. Sa determinam transformarea Fourier pentru functii de for-

" P
ma () = 5

iar @ nu se anuleaza pe R.
Dupa cum stim din teorema reziduurilor

Fw)=2ri Y Rez @86—1‘”2,%).

Im z;>0

unde P, sunt polinoame ce satisfac grad @ > 1+ grad P

unde termenul sumei reprezinta reziduul functiei in z;.

Observatia 2.1.2. Transformarea Fourier este injectiva. Intr-adevir, din
egalitatea F[f(x)] = Flg(z)] deducem ca f = g a.p.t.

Problema de interes este sa punem in evidenta o clasa de functii pentru
care transformarea Fourier sa fie i surjectiva, deci inversabila.

Propozitia 2.1.1 (Lema lui Riemann). Dacd f : R — C este din L'(R),
atunci pe orice interval [a,b] are loc:

b .
lim / f(z)e T dz = 0.

w—ro0
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Demonstratie. Daca folosim formula e 71%% = cos wx—isinwz, este suficient
sa demonstram ca

b b
lim / f(z)sinwz dz =0, lim f(z) coswz dz = 0.
a w—0o0 a

w—ro0

Pentru prima relatie observam ca:

b
/ sinwx dx
a

Presupunem mai intéi ca f este integrabila in sens propriu si descompunem
[a,b] in n parti prina = xg < 21 < ... < T < Tig1 < ... < xp = b relativ la
care:

cos wb — coswa

2
<

N

w w’

b n—1 Tit1
/ f(z)sinwz dz = Z/ f(z)sinwz dz.
@ i=0 V%

Fie M;, m; marginile functiei (integrabile) f pe [x;, z;11], atunci:

b
/ f(z)sinwz dz =

Tit1 n-1 Tit1
(f(x) —my) sinwadz + Z mi/ sinwz dz <
i=0 7 ¥i i=0 Ti

n—1 9 n—1
< z;(Mi —m;)(Tit1 — x) + " z; [mil.
1= 1=

Pentru € > 0 alegem diviziunea astfel ca:

n—1

Z(Mi — mi)($i+1 — .’L‘z) <

=0

N ™

lucru posibil datorita integrabilitatii lui f. Alegem w astfel ca:

4 n—1
w> - Z |rm).
=0
Avem:

<e€

/bf(x) sinwx dx

de unde deducem afirmatia. Dacd f este integrabila in sens impropriu si
presupunem ca b este un punct singular, descompunem integrala pe intervalele
[a,b—n] ¢l [b—mn,b]. A doua integrald se majoreaza

' f(z)wx dz
b—n

b
<[ @
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€
iar pentru n suficient de mic poate fi facuta < 3 Prima integrala poate fi

. o € . . . .
i ea facuta < 5 conform rationamentului precedent i pentru w suficient de
mare. ]

Observatia 2.1.3. Demonstratia este mai comoda intr-un caz particular,
frecvent Intalnit in practica si anume: f este derivabila gi cu derivata con-
tinua. Intr-adevar afirmatia rezulta din urmétorul calcul:

—iwzx
&

iw iw

A A —iwz
| t@esrae =~ |+ [ r@ S de= S,

unde G(w) este o functie marginita.
Teorema 2.1.2. Transformata Fourier este o functie continud i

lim F(w)=0.

|w|—o00

+oo .
Demonstratie. Deoarece f este din L!(R), integrala / flx)e @ da

o0
converge uniform in raport cu parametrul w, deci F' este functie continua. Fie
€ > 0 arbitrar; deorece f este din L!(R) existd A. > 0, astfel ca:

_AE )
[ isenaes [Tipenae< s

Atunci putem scrie:

Fel=| [ Z Fla)e 7 da <

<[ el | [ sween s i)

—00
Aplicand Lema lui Riemann,
Ae

lim f(:c)eiiwx dz =0,
|w[—o0 S A,

rezultd ca existd B > 0 astfel ca pentru orice |w| > 3. s& avem

A. : -
‘/ flx)e 9T dz| < .
—A. 2

Pentru |w| > B; rezultd |F(w)| < €, de unde afirmatia. ]
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2.1.1 Clasa functiilor rapid descrescitoare 8

Pentru a asigura surjectivitatea transformarii Fourier, introducem urmatoarea
clasa de functii, numite functii rapid descrescatoare:

8§={f:R—C|f € C®°R),Yk,q € N,3Ck, 2" fD(x)] < Cpy}

unde f(9 este derivata de ordin ¢ a functiei f. Un exemplu de functie care

este din aceast clasi este f(z) = e~ T . Mai observdm c4 functiile din 8 sunt
marginite si integrabile pe R, deoarece au loc majorarile

Cryo,
2 £ (@)] < =25
si
. Cr2, Ck,
2% £ ()] < min{C},,, 22 )< 1+ ;2

unde C;’ 4 este o constanta convenabil aleasa, iar functia din membrul al doilea
este din L'(R) .

Pentru demonstrarea unor proprietati suplimentare ale transformérii Fou-
rier este necesar sa definim notiunea de convergenta pentru sirurile de functii
din clasa 8.

Definitia 2.1.3. Spunem cd sirul de functii (fn)neny € 8 este convergent la 0
in 8, dacd pentru orice k,q € N,

(2 £\ (2))pen converge uniform la 0 pe R.

Teorema 2.1.3. [derivarea imaginii] Dacd f € 8 atunci
F € C*(R) gt are loc

FF(f (2)) W (w) = Flak f(2)](w), Yk €N, (2.6)

Demonstratie. Demonstratia se face prin inductie, dar vom face efectiv
doar etapa de verificare, trecerea de la k la k41 nu ridica probleme deosebite.
Deoarece |f(x)e ¥ < |f(z)| rezultd ci integrala improprie converge uni-
form in raport cu parametrul w, iar integrantul este derivabil in raport cu
parametrul. Deci integrala (2.1) poate fi derivata in raport cu parametrul si
gasim

+oo .
Flw) = —i / 2f(@)e 9T 4y — e f(2)] (W),

—00



2.1. TRANSFORMAREA FOURIER 67

Observatia 2.1.4. 1) Constatam cé transformata Fourier a unei functii din
8 este indefinit derivabila.

2) Teorema este valabild pentru functii din L'(R) pentru care z* f(x) este
din L'(R), deci gradul de "netezime” pentru transformata Fourier creste daca
se impun conditii mai tari de descregtere spre infinit a functiei f.

Teorema 2.1.4 (imaginea derivatei). Dacd f € 8 are loc

FIfPw) = () *Ff (@))(w)- (2.7)

Demonstratie. Aratam egalitatea doar pentru k = 1. Aplicand formula de
integrare prin parti,

+o0 .
@) = [ f@e T
. 400 400 .
= fle)e e[ 4 iw/_ F@)e 9T de = W[ (1)) ().

Observatia 2.1.5. Indicam doua situatii mai generale, in care formula prece-
denta este valabila.

1) Daca f este din L'(R), continud cu derivata continui pe portiuni din
L'(R), atunci are loc

f(x) = 1(0) + /O P dy

de unde
(altfel f nu ar fi integrabils). In acest caz rationamenul precedent riméane
valabil.

2) Daca f este din L'(R), derivabili, cu derivata continui si ‘ l‘im flz) =
T|— 00

0, atunci are loc formula (2.7).
Deci cu cat f are mai multe derivate integrabile, cu atat descresgterea la 0
(cand argumentul tinde spre infinit) a transformatei Fourier este mai rapida.

Teorema 2.1.5 (liniaritare si continuitate). Transformarea Fourier F :
8 — 8 este o aplicatie liniara si continud.

Demonstratie. Sa aratam pentru inceput ca transformata unei functii din
8 este tot din 8. Mai intai, daca folosim egalitatile (2.6) si (2.7), avem

Fl(a" /) D)(w) = (w)1F[a" f](w) = I* (1) FPf)(w).
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Apoi aplicam modulul in membrul al doilea si obtinem
wIFP[f](w)] = [F((@* ) D) w)]

iar (din Teorema 2.1.2) al doilea membru se majoreaza cu o constantd ce
depinde de k, ¢; deci transformata este functie din clasa §. Liniaritatea trans-
formarii Fourier este evidentd. Pentru a arata ca aplicatia este continué, este
suficient s& demonstram ca daca (f,)n € 8 converge la 0 in 8, atunci (F[fn])n
converge la 0 in 8. Aceasta rezulta din estimaérile

+oo
| FD[f) ()] = 1F](@ f) @) w)] < / (2" £) (] dt =0
uniform pe R. ™
Teorema 2.1.6 (inversiune). Dacd f € 8 atunci are loc

1 [t

(=) F(w)e“? duw. (2.8)

Demonstratie. Calculam integrala din membrul al doilea

+oo +00 . .
/ ( f(t)e_lwtdt) T dw.

—0o0 —0o0

:% .

Deoarece [€“? f(x)| < |f(z)|, integrandul, ca functie de doud variabile (w, z),
nu este din L'(R?), nu putem schimba ordinea de integrare. Pentru a evita
acest neajuns vom proceda astfel: fie g € § o functie arbitrar aleasa. Calculam,
prin schimbarea ordinei de integrare,

+oo . +oo : +oo :

[ F(w)g(w)e*? dw = [ g(w)e™? dw i f(t)e_Mt dt =
+oo +oo . +oo

[ rmar [ gl ao— [ i) - o) at-

“+oo
/ f(x+y)Flgl(y) dy.

—00
Ultima egalitate s-a obtinut prin schimbarea de variabila ¢t — x = y. Deducem
astfel egalitatea

400 . +oo
[ F@s@dm do= [ rarpsie) . @9)
Aplicam rationamentul precedent functiei g(e w), Ve > 0 i avem

“+o00 . +oo
/ F(w)g(ew)ed® dw= [ [z +cu)Flo)(w) dy.

—00 —00
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Deoarece F[f], Flg] € 8 sunt integrabile si marginite putem trece la limita sub
integrala, cand ¢ — 0 si gasim

+o0 . +oo
9(0) Tl dw = f(=) Fll(y) dy.

—00 —00

2
Deoarece g este arbitrar, il alegem g = e T i din (2.5), pentru a = - avem

1
2
w2 +oo y2
Flg] = vV2me~ =z . Tinand cont de egalititile / ez dy=v2msig(0)=1

obtinem

+o00 .
/ F1e9T dw = 27 f(2).

]
Corolarul 2.1.1. Daca f € 8, are loc formula
FEN) = 2mf(=2). (2.10)

Demonstratie. Observam ca are loc egalitatea:

+00 . 1 +oo .
Flfl(w) = / f(z)e 9T do = 2—/ 27 f(—x)e'? dx
7r

—0o0 —0o0

deci primul membru este transformata Fourier pentru 27 f(—=x), de unde de-
ducem relatia. [ |

Teorema 2.1.7. Dacd f,g € 8, atunci au loc:

+oo “+o0

| s do= [ r@5lg)e) @ (211)
+00 1 +o00 -
| @@ o= o [ s@iEe e (212)

(Imaginea produsului de convolutie)

F(f *9)] = F1f151g] (2.13)

(Imaginea produsului)

917 gl = 59111+ 7lg). (214)
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Demonstratie. Pentru a obtine (2.11) e suficient s& luim z = 0 in formula

1
(2.9). Pentru (2.12), considerdam functia h = 2—9’[9] i aplicam formula de
™

inversiune.

@ =5 [ Tl dv= o [ algeivr au=
g$—2ﬂ- . gi\w)e (JJ—27T . gje W =

4+oo . o
) Flgle7WT dw = F[h](t).
Calculam acum al doilea membru al relatiei (2.12), unde inlocuim g = h si
folosim relatia precedenta

oo | I de= o [ 9li)@t) do =

27 J_ o 27 J_ oo

1 +oo +oo

+o0 +o0
-5 [ f@la@lar = [ h@)) ar

—00
de unde afirmatia.
Pentru relatia (2.13) observdm mai intai ca functia produs de convolu-

+o0
tie (f xg)(z) :/ f(y)g(x —y) dy fiind din L'(R) admite transformati
Fourier gi aceasta_e?ce:
+00 .
T rle) = [ (o)) T do =

+o0o +o00 .

/_ dx /_ fW)g(x —y)e " dy =
+o00 +o00 .

/_ () dy/_ gz —y)e W dx =

/ "t ay / " g £)e W ) ds = 31 ()Tg) ().

Pentru (2.14), aplicdm produsului fg formula F[F[f]](z) = 2nf(—=x) si
avem
FFf9ll(z) = 2m f(—x)g(—x). (2.15)
Apoi din (2.13)

FIFUT* FlgD] =TT - FIFgl) = 2 f (—2)2mg(—x) = 20 F[F[fg]]-

In ultima relatie s-a folosit formula (2.15). ]
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Observatia 2.1.6. Daca in (2.12) alegem f = g, formula devine
+o00 1 +o0
/ F(2)2 dz = 7/ |F(w)? dw. (2.16)
oo 21 J_ s
Formula (2.16) se numeste formula lui Parseval, care interpretatd fizic
exprima o lege de conservare a energiei; primul membru reprezinta energia

degajata de circuit, iar al doilea energia spectrala. Formula lui Parseval se
poate extinde la functii din L?(R).

2.1.2 Transformarile sinus si cosinus
Fie f:[0,+00) — C.

Definitia 2.1.4. Numim transformata cosinus functia

“+o0
Felf()](w) = \/z/o f(z) coswz dz. (2.17)

Din teorema (2.1.6) rezulta formula de inversiune
2 [too
flz)=1/— Fo(w) coswz dw. (2.18)
T™Jo

Definitia 2.1.5. Numim transformata sinus functia

+oo
Fs[f(x)]( \/7/ f(x)sinwz dz. (2.19)

Din teorema (2.1.6) rezultd formula de inversiune

2 +o00
= \/7/ Fs(w)sinwz dw. (2.20)
T Jo

2.1.3 Aplicatii ale transformarii Fourier

1. Teorema de esantionare WKS

Aceasta teorema a fost stabilita de catre Whittacker (1915), Kotelnikov
(1933) si Shannon (1948) si este un instrument teoretic larg folosit In elec-
tronica pentru a aproxima un semnal continuu prin cunoasterea doar a unui
numar discret de valori. Introducem doua clase de semnale. Pentru a > 0
notam

T,={f:R—=R[feL*R), f(1)=0, |t| >a}.

Un semnal din T, se numeste semnal de duratd finitd concentrat pe [-a, al.
Pentru b > 0, fie

Fy={f:R—R| f e L*R), [F[flw) =0, |w| > b}

Un semnal din T} se mai numesite semnal cu banda limitatd de frecventd.
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Teorema 2.1.8 ( Teorema WKS). Fieb >0, T = % si fie f € Fy o functie

continua. Atunci pentru orice t € R are loc

= Z f(nT)sa( b(t —nT)) (2.21)

nez

sint £ 20
unde sa(t) = { t 7 este sinusul atenuat.
1, t=0,

Demonstratie. Fie f € Fj continua care admite transformata Fourier
F(w) = F[f(z)](w) restransd la [—b,b] si prelungita prin periodicitate la R.
F are dezvoltarea in serie Fourier sub forma complexa:

= Z e M, |w| < b,
nez

unde coeficientii ¢, sunt dati de formulele:

I e 1 [t e
*—/ Fw)e ' ™ dw—% F(w)eﬂ"T dw =

1 [T nm T nm

:% 3 EF(w) *ln dw——ﬁf[f [ ]](T):if(_i)

Inlocuim in expresia transformatei Fourier si avem:
™ mr mr
’L 774* 72 ’I’li
w) = —f(—— b
)= Y I T = Y (O
nez nez

Din formula de inversiune obtinem:

10 =5 [~ P o= L [ et ao=

—i nTw 1t<_u _ T iw(t—nT) _
/ anT dw = 2benT/ dw =

nez
el b(t—nT) _ =i b(t—nT)

1
:?bzf(”T) i (t—nT)

:Zf(nT)Sm anTsa (b(t — nT)).

T se numeste perioada de esantionare. [ |
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Aplicatia 2.1.5. S& esantionim semnalul f(t) = u(t)e™, cu 10 esantioane
pe secunda (T' = 0, 1s).

Deoarece functia scade repede la 0, trunchiem f pe un interval, in afara
caruia scade sub 0,01. Din conditia e™* = 0,01 rezultd a = 4, 605, deci inter-
valul pe care il ludm in considerare pentru esantionare este [0;4, 605] si putem
presupune ca f € T,. Din conditia nT < 4,605 deducem n < 46 si b = 107.

1
Observam ca transformata Fourier F(w) are modulul |F(w)| = o2 de-
w
scresator la 0 gi care poate fi de asemena trunchiat pe intervalul [—10m, 107] si
presupus ca apartine clasei F,. Avem f(ng) —e 7, 1<n<46 si semnalul

f este aproximat prin formula
46 -
fit) =~ Zlf(ng)sa(loﬂt —nm).
n=

Aplicatia 2.1.6. Se considerd un semnal sinusoidal cu amplitudinea de 5V
gi frecventa de 1000 Hz. Sa se calculeze esantioanele acestuia pe o perioada,
stiind ca frecventa de esantionare este de 8000H z iar esantionarea incepe la
momentul t = 62,5 us. Reprezentati grafic semnalul esantionat pe intervalul
de timp 0 — 1 ms.

Expresia unui semnal sinusoidal este s(t) = Asin(27fyt), unde A este
amplitudinea si fy este frecventa semnalului. In cazul semnalului considerat
A =5, fo =1000; prin urmare expresia sa este

s(t) = 5sin(20007t).

Raportul dintre frecventa de esantionare si cea a semnalului are valoarea 8,
adica se citesc 8 esantioane intr-o perioada de semnal. Perioada semnalului
este T = 1/fp = 0,001s = 1ms. Momentele de esantionare incepand cu
T/16 = 62,5 p1s sunt urmétoarele:

T 3T 57T 7T 9T 11T 13T 15T

Observam ca pe o perioada, semnalul are simetrie impara fata de mijlocul
perioadei, adica s (% + t) = —s (% — t) . Pe o semiperioada semnalul are o
simetrie para fata de sfertul de perioada, adicd s(% +t) = s(4 —t). Rezulta

)+ (3) - (3)~ (5
() (@) () (3)

si
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Este suficient sa se calculeze valorile primelor doua egantioane ale semnalu-
lui pentru a cunoagte valorile tuturor esantioanelor dintr-o perioada:

T T
s (16> = 5sin (20007r16) = 5sin (g) = 1,01V,
3T . 3T . (3T
s (16) = 5sin <20007r16> = 5sin (8> =4,62V.

Secventa de esantioane ale semnalului, pe o perioads este urmtoarea:
1,91; 4,62; 4,62; 1,91; —1,91; —4,62; —4,62; —1,91.
2. Relatia de incertitudine

Teorema 2.1.9. Presupunem cd semnalul f este de clasd C' si cd satisface

ipotezele
i lim tf?(t)=0
[t|—o0
ii. / f2(t) dt = 1.

—0oQ
Atunci are loc inegalitatea

/OO £2£2(¢) dt/oo W2 F(w)[? dw > g

—00 —00

Demonstratie. Din formula lui Parseval (2.16) si conditia ii, deducem ca
< L= 2
1:/ @) dt=— |F(w)|* dw.
oo 2m J_
Sa consideram integrala
1@ = [ ats)+ 50 a.
Au loc

I(a) = o? /Oo t2f2(t) dt+2a/oo tf(t)f(t) dt+/:>o f(t) dt.

Dar
[ uworoa=iro” - [Cerepa--- [ ra
de unde

/::tff/ dt:—%.



2.2. TRANSFORMAREA FOURIER DISCRETA (0]

Apoi, din formula lui Parseval aplicata derivatei si (2.7) deducem
X L[ 5 2
/ ) dt:—/ w?|F(w)|* dw.

In concluzie

I(a) = a2 /Oo 2F(8) dt— a4+ %/m WP ()2 dw

oo

si acest trinom este pozitiv pentru orice o, de unde afirmatia. [ |

Interpretare fizici. Daca spectrul in frecventd F'(w) este concentrat, deci
mic in modul cu exceptia unui interval mic, semnalul in timp are o durata
mare.

2.2 Transformarea Fourier discreta

In practica integrala din definitia transformatei Fourier se aproximeaza cu o
sumi finita, fapt ce revine la aproximarea semnalului f cu un vector din C.
Fie [z] = (¥n)n=0,..N-1, Zn € C un semnal cu un numar finit de valori pe
care il numim semnal discret.

Definitia 2.2.1. Numim transformata Fourier discretd a semnalului [x] vec-
torul [f] = (fi)k=0,- . N—1 € CN ale cdrui componente sunt:

N-1
fro=>"wae ¥ k=0, N-1. (2.22)
n=0

Se numegste transformare Fourier discreta, aplicatia
F:CN = CV,Fz] = [f]
care se notateazia DFT (Discrete Fourier Transform,).

Notsm w = e~ V' si (2.22) devine:
N-1
fo=>_ @, k=0,...,N-1L (2.23)
n=0

Observatia 2.2.1. Dacid = : R — R este o functie continud ( un semnal
continual), restrangand pe z la un interval marginit si retinand N egantioane,
se obtine un semnal discret.
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In practicd N este o putere a lui 2, iar egsantioanele sunt:

21 4w 27 (N —1)

Ovﬁvﬁa"'a N
Atunci:
2 OO —i2n - Kkt
Flz] ﬁk :/ x(t)e "N dt:/ x(t)w"™ dt.

Aproximéand integrala cu o sumé (Riemann) finitd gasim justificarea pentru
formula (2.22). Introducem matricea

1 1 1 o 1
1 w w? . wh-1
W = (wkn)k,n:()w_JV,l = 1 w2 w4 e wQ(Nfl)
1 V-1 w2(N71) o w(Nfl)(Nfl)

care este evident simetrica gi deoarece |w| = 1, calculand produsul dintre W
si conjugata sa, deducem:

W-W=W-W=N-Iy.

Deci matricea W este inversabila si are inversa:

1
W= 7 (2.24)
Fie X respectiv F' matricele:
fo )
F= :fl ox=| "
fn-1 TN_1.

Atunci (2.23) se poate scrie matriceal:

F=WX. (2.25)

Astfel relatia de calcul al transformatei F discrete (2.23) poate fi scrisa si
matriceal ca in formula (2.25).

Propozitia 2.2.1. Daca k,l € Z are loc:
pl N, dacd k — 1 divizibil cu N
Z wkmw—lm — { )

m

o 0, in rest.
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Demonstratie.
N—1 N-1
Z e Z e—%"im(k—l) _
m=0 m=0
N daca k — [ divizibil cu N

_ 1_ B—QW’W(k—l)N
=0 1n rest.

2m

1 — o~ Zilk-D)
[

Teorema 2.2.1 (inversiune). Transformarea F : CN = CN este un izomor-
fism liniar. Dacdy € CN, atunci:

F ] = (1)i=0,..N-1
unde:

1 N-1
n = Z% ypw ™" (2.26)
n=|

Demonstratie. Transformarea este evident un operator liniar. Daca «, 8 €
C atunci
Flaz + By] = oF + BF.

Ramane de aratat ca au loc FoF 1 = 1on 51 F1oF = 1ew. Verificim a doua
relatie. Pentru orice [z] = (Zm)m=0,... . n—1, fie F[z] = [y] unde vectorul [y] are

componentele
N—1
Y = E Tpw™.
m=0

Atunci

1 N-1 1 N-1 /N—1
= (N Z ykwlk> = (N (Z :Umwkm> wlk>
k=0 1=0,...,N—1 k=0 \m=0 1=0,...,N—1

In ultima relatie s-a folosit propozitia precedenta. Relatia (2.26) poate fi scrisa
sub forma .
X=—-W.F. 2.2
7 (2.27)

]
Interpretarea fizica a acestei teoreme este ca orice semnal discret este unic
determinat de transformata sa Fourier discreta.
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Teorema 2.2.2. Fie [z] = (Zm)m=0,..N—1, CU Tm, € R §i N numdr par, atunci
au loc

(2.28)
fy €R. (2.29)

Demonstratie. Relatia (2.28) revine la

N-1 N N-1 N
E L™ 217 = E Lpw ™2
m=0 m=0

ceea ce este evident, deoarece w™™ = 1. Pentru r = 0 in (2.28) se obtine
relatia (2.29). ]

Importanta practica a acestei teoreme este ca reducem la jumatate numarul
coeficientilor care trebuie calculati gi prin urmare si timpul de calcul se injumé-
tategte.

Aplicatia 2.2.1. Sa determinam transformata Fourier discreta a semnalului
[.’L‘] = (L 1a _LO)'
Avem N = 4, iar transformata Fourier discreta este

Fla) = (wo(—1)° + 1 (=) + 2o (=) + w3(—0)**) = (1 + (—=)* + (-D)**)
pentru k =0, 1,2, 3; adica

Fla] = (1,2 —1,—1,2+1).

Observam ca fx = —1 € R. Avem w = eI = —i, iar matricele W si inversa
sunt ’
1 1 1 1 11 1 1
I e S B I O e R B |
L I T N L I S
1 i -1 —i 1 -1 =1 i

Definitia 2.2.2. Consideram doud semnale discrete [x] = (Tm)m=0,...N—1,5%
Y] = (Ym)m=o0,...,N—1. Definim convolutia prin

N-1
[z xy] = (& *Y)m=0,..N-1 = (Z Ikym—k> (2.30)
m=0,...,N—1

iar corelatia prin:

N—-1
2] = (B)m = (Z xkym+k) : (2.31)
m=0

.....
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In relatiile precedente semnalele se prelungesc prin periodicitate. Notdm

z-y= (20 Yo, %1 Y1, TN_1-Yyn_1). Pentru orice [z], [y] € CV au loc:
Flaxy) = Tla] - Fy) (2:32)
FHexyl = NT 2] - Ty (2.33)
Fla] * Fly] = NFz - 9] (2.34)
Fl7xy) = Ila] - Fly) (2.35)
FlEwgl =7 2] Ty (2.36)
Fla] * Fy) = Tl - y). (2.37)

2.3 Distributii temperate si transformarea Fourier

Vom extinde notiunea de transformatd Fourier pe o clasd convenabila de
distributii, numite temperate. Reamintim clasa functiilor rapid descrescatoare

8={p:R = C|f € CF°(R),IChq |t* f D ()| < Chg}.
()

Spunem ci sirul o,, € 8 converge la ¢ € 8§ dacd pentru orice k,q € N tFpn —
tk¢(@ | uniform pe R. Consideram clasa functiilor test

D ={p e C®R) | supp ¢ marginit}.

Are loc incluziunea
DcCs8

i In sens topologic, adica din convergenta girurilor in D, rezulta gi convergenta
in 8. Mai observam ca incluziunea este stricta; de exemplu et e 8, dar nu
este din D. Sa mai observam ca pentru orice ¢ € 8 exista un sir ¢, € D astfel
ca oy, — ©in 8, cum ar fi de exemplu @, (t) = ga(t)n(%), neDastfel can=1
pentru || < 1. De asemenea derivarea si transformarea liniara at + b,a # 0
sunt operatii continue pe 8.

Definitia 2.3.1. Numim distributie temperata o functionald liniard si con-
tinud pe 8 prin giruri.

Not&m multimea distributiilor temperate cu 8’ gi observam c& 8’ C D'.
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Exemplul 2.3.1. Daca o functie f : R — R are o cregtere polinomiala, adica
exista doud constante a > 0, A > 0 astfel ca pentru orice ¢t € R sa avem

|f()] < At

atunci f genereaza o distributie temperatd prin formula

+o0
(Tt ) =/ F®)p(t) dt < oo, Yy €S8.

—00

In particular polinoamele definesc distributii temperate.
Spunem ci girul de distributii temperate (T}, ),en converge la T in 8’ dacd

(T, ) = (T, ), VpeS8.

Aplicatia 2.3.1. Daci T € D’ are suport compact, ea admite o prelungire
unica pe 8, ca element al lui &', astfel

(T,0) = (T,ne), pc8neD, n=1

pe o vecinatate a suportului lui ¢. Aceasta functionala este continua; daca
wr — 0,k — coin 8, atunci npg — 0in D. Se poate demonstra ca prelungirea
nu depinde de functia auxiliara 7.

Folosind rezultatele asupra produsului direct si al celui de convolutie a
doua distributii oarecare, se pot demonstra urmatoarele proprietati:

Teorema 2.3.1. Dacd S € 8 si T € D' are suport compact, atunci convolutia
SxT existd in 8 si are loc reprezentarea

(S*T,p) = (S(s) - T(t),n(t)p(s +1)), Vo €8
unde n € D gi este egald cu 1 intr-o vecindtate a suportului distributiei T .

Teorema 2.3.2. Daca S,T € D', N8 atunci existd ST, apartine lui 8, si
are loc

(S*T,p) = (S(s) - T(t), m(s)m2(t) p(s +1)), €S,

unde m,n2 € C®(R) si sunt egale cu 1 intr-o vecindtate a semiazei [0,400)
$i nule pentru t < 0, suficient de mare in valoare absoluta.

Reamintim ca daca ¢ € § atunci admite transformata Fourier data de

+o0 .
Flp(t))(w) = / et)e t@tdt, i2=-1 (2.38)

—00
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notatd pe scurt F(w), iar transformarea Fourier este un izomorfism pe 8.
Inversa este data de

1 +o00 ) 1
Fw)e' Yt dt = —TF[F(—w)](t). (2.39)

t) = —
wl) 2m J_ 2m

Acest lucru poate fi scris sub forma
1
T F(w) = 3 FF(=w)l. (2.40)
™

Definitia 2.3.2. Daca T este o distribufie temperata, numim transformata
Fourier, distributia notata F[T| si definitd prin

(?[T],gp) = (T7 ?[90]), Ve €eSs. (2'41)

Formula de mai sus corespunde urmatoarei situatii clasice: daca f € 8
atunci transformata sa Fourier, F', este functie local integrabila si genereaza o
distributie, data de

+00

(Tr,¢) = Fw)pw) dw = / /R . f(t)e ™ o(w) dt dw =

0 +o0 . 400
_ /_+ 50 a [ o ao= [ 50100 ar= (13,91,

Teorema 2.3.3. Transformarea Fourier F : 8' — 8’ este un izomorfism bi-
continuu.

Demonstratie. Se arata usor ca F[T] este o functionald liniard; deoarece
Flp] € 8, membrul al doilea din formula de definitie (2.41) este bine-definit;
mai mult, dacid ¢, — ¢ in 8 atunci rezulta gi convergenta Flp,] — Fly] in 8.
Deducem continuitatea lui operatorului F. Pentru aceasta , fie (T,), € 8’ cu
T, — T in 8. Atunci

(FTn], ) = (T, Flgl) = (T, F[p]) = (F[T], ) Vo €S
si deci F este continuu. Daci T € §', definim transformarea
1
FUT) = —F[T(-w)). 2.42
[7]= 5 FT(-w)] (2.42)
Aratam ca aceasta este inversa transformarii Fourier, adica are loc egalitatea
FHIT) | =F[F T | =T, vT € 8.

Stabilim pentru inceput egalitatile:

1 1

(TII ] 0) = o (TN (-w)], ) = o (TTN(-w), TTg] ) =
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- %(‘?[T]??[‘P](_W» = (?[T},ff‘l[@] ) = (T, 3-[3-—1[@] ) = (T, ).
Deci
FUIT] =T, VT ¢
Apoi 1
T L) = ML) = 5 (Tl 91 ) =
- %(T(_“)vg[gm ) = %(T, FFp] |(~w)) =

= (T, [Tyl ) = (T, ).

Agadar avem si egalitatea

FF YT =T, VT € 8.

]
Aplicatia 2.2.2. Sa aratam ca au loc urmatoarele formule:
Flba] = Toiaw. (2.43)
F6 =T (2.44)
26 = F[T1] (2.45)
Intr-adevir
+o00 )
(Flbal, ¢l = (90, Flgl) = (80, p(t)e™™ dt) =
—00

+o00 .
= / ot)e ™ dt = (Ty-ita, @), Yo €8

—0o0
si prima formuld este doveditd. Pentru ¢ = 0 in (2.43), deducem a doua
formula. Folosind formula de inversiune (2.42) deducem

5= Fn = %g[m.

Astfel rezulta si ultima afirmatie. ]

Observatia 2.3.1. Functia identic 1 nu are transformata Fourier, in timp ce
distributia generata de aceasta functie, 77 admite transformata Fourier.

Enuntam in continuare cateva proprietati ale transformatei Fourier.

Teorema 2.3.4 (derivarea imaginii). Pentru orice T € 8’ are loc

FIT)™ = F|(—iw)"T). (2.46)
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Demonstratie. Au loc
(FIT)™, ) = (~1)"(FT),o'™) = (~1)"(T. Flp™)]) =
(=D)™(T, (1) (Fp]) = ((=iw)"T, F[]) = (F[(=1w)"T], ¢)
pentru orice p € D. In particular dacd T = T3, atunci
FIT™ = F[T il (2.47)
de unde, daca folosim (2.45), deducem
2" 6™ = F[T,n). (2.48)
]

Observatia 2.3.2. Toate polinoamele admit transformata Fourier in sensul
distributiilor.

Teorema 2.3.5 (imaginea derivatei). Pentru orice distribufie temperata
are loc

FIT™) = (it)"F[T). (2.49)

Demonstratie. Pentru orice ¢ € § avem
(FITM), ) = (T, F(]) = (~1)"(T, Fg]) =

= (=D)"(T, (=)"F[t"¢]) = i"(F[T], ") = ((it)"F(T], ).

Corolarul 2.3.1. Daca T = 6, are loc

Teorema 2.3.6 (intarziere). Pentru orice distribufie temperatd are loc
FT(t — to)] = e T[T (2.51)
Demonstratie.
(Tt = to)], ) = (T(t = t0), Tle]) = (T(1), Flel(t + to)) =

= (T(t),F[e""¢]) = (F[T], e "0p) = (7 F(T],p), Ve eS8
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Teorema 2.3.7 (deplasare). Pentru orice distribufie temperatd are loc
FIT)(w + wo) = Fle 0" T(w). (2.52)
Demonstratie.
(FIT|(w + wo), ) = (FIT], p(w — wo)) = (T’ Flp(w — wo)]) =
= (T.e ™ Fg]) = (Fle7™'T], ), Vepes.
]

Teorema 2.3.8 (imaginea asemanarii). Pentru orice distribufie temperatd

are loc
1

~ al

FT(at))(w) ?[T](%), a#0. (2.53)

Demonstratie. Pentru orice ¢ € 8§ avem
1 too it
(ﬂﬂwﬂwxwzwﬂm%ﬂﬂMD:EﬂTWL/ p(w)e™F dw),
de unde prin schimbarea de variabia w = at, rezulta

+o0o .
@mj plat)e™ ™ dt) =

—00

— (T(u), Flp(at)]) = (FIT], g(at)) = (=TT

w
lal a

)s ®)-

[
Se poate demonstra ca daca T este o distributie cu suport compact atunci
transformata sa Fourier este o functie de clasa C*°(R) si admite reprezentarea

FT)(w) = (T(t),n(t)e™) (2.54)
unde n € D ¢i n = 1 pe o vecinatate a suportului lui 7.

Teorema 2.3.9 (imaginea convolutiei). Pentru orice distributie temperata
T si orice distributie cu suport compact S are loc

F|T % S) = F[T] - F95]. (2.55)
Demonstratie. 7T % S este o distributie temperata si poate fi scrisa relatia
(T'x S, 0) = (T(t), S(s),n(s)p(s + 1)), Vo €8

unde n € D si n = 1 intr-o vecinatate a lui supp S. Folosind aceasta
reprezentare au loc

+o00 .
(FIT xSl 0) = (T % 5,Fg]) = (T(D), (5(5)777(5)1 plu)e I du)).
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Folosind comutativitatea produsului direct dintre S si T rezulta

+oo 400

(S(s).1(s) / p()e G+ dy) = / (S(s), p(u)e T 0(s) du.

—00 —00
Daca se tine seama de (2.54) egalitatile anterioare pot fi continuate

+o00 .
(w500 = (00, [ (S50 o 4% ()) ) =

—00

—+o0 .
= (@, [ SISl wpue ™ du) =

= (T, 3[3[S))¢) = (31T, F[Slp) = (3(T] - FS], ¢).

]

Un tabel al unor transformate Fourier uzuale este dat in anexe. Subliniem

inca o data ca, prin largirea notiunii de functie la cea de distributie se poate

extinde transformata Fourier renuntand la integrabilitate pe axa reald, cum

trebuia presupus in cazul clasic. Astfel se largeste notiunea de spectru in

frecventa pentru o clasd mai largd de semnale (cum ar fi cele care descriu un
salt la infinit).

Aplicatia 2.3.3. Sa determinam transformatele Fourier ale distributiilor:

1) T 2) T

€
1) Pentru prima distributie avem, pentru orice ¢ € 8

400 o
(OTual. o) = (T Sl = [ e el(e) ot =

—00

a,b—o0 a,b—oo J_p —a

b
:/ p(w) lim e qt du =
~R

a,b—o0 —a

R :w? b : w2
:/ p(w) lim e_lew/ =37 qt =
R

a,b—o0 —a

b R ) R b,
= lim / / o(w)e ™ dwdt = lim <p(w)/ T dtdw =
—aJ—R
R

400 -
= ﬁ/ plw)e™ T dw.

In ultima relatie s-au folosit integralele lui Fresnel

+00 +oo
/ sin 2 dt_\/?, / cos t* dt_\/?.
o 2 - 2
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$i exponentiala in complex €' = cosx +isinx. Deci transformata Fourier este
distributia

i(w2—1r)

Ve~

2) Reamintim c& transformata Fourier pentru functia u(t)e™ este

Fle~u(t)] = aiiw = —i(—ci +ia)’

Dac# trecem la limitd pentru @ — 0, atunci ue™® — wu in §', iar ope-
ratorul ¥ fiind continuu deducem in primul membru Fu(t)], iar al doilea

1
membru tinde la —————— care, din formulele lui Sohotski (1.43), este
—i(—w +10)

1 1 1
——(=imd = Vp—) =md —iVp—.
i w
Urmatoarea formula este folosita in teoria ecuatiior eliptice.

Aplicatia 2.3.4. (formula lui Poisson). Pentru orice ¢ > 0 are loc

e

n=—oo n=—oo

La derivarea distributiilor am stabilit formula Poisson (1.57). Vom relua
din demonstratia ei afirmatia

Z O(w — nwp) = — Z T‘2 nlme

n=-—oo n=—oo

Luam wp = 27 si formula devine

“+oo +oo +00
27 Z O(w—2nm) = Z Toine = Z Flo(w — n)].
Atunci, pentru orice ¢ € 8, obtinem
+00 too
2m( Y S(w—2nm), @) =21 Y @(2nm) =
+o0 oo ™=
=( Y Fbw-nmle)= Y 6w-n),5e)= ) Fln).

Deci pentru orice ¢ € 8

+o00
27 Z (2nm) Z Fle

n=—oo n=—oo
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1‘2
Alegem ¢(z) = e_i?, transformata sa Fourier este Fl¢| = 2w,/ %e‘ togi

obtinem formula cautata.

2.3.1 Rezolvarea unor ecuatii diferentiale.

Consideram ecuatia diferentiala de ordinul n € N cu forma generala
an(U™ +a, (U™ 4. fao()U =T (2.56)

unde a; € C*°(R), iar T' € D’. Notdm

(n) g1

d
L= an(t)ﬁ + an_l(t)m + -t ao(t)l

si atunci ecuatia (2.56) devine
LU)=T.

Definitia 2.3.3. Numim solutie generalizatd (in sensul teoriei distributiilor)
pe intervalul (a,b), orice distributie S € D'(a,b) care satisface

(an(®)S™ + an1 (S + - + ag(t)S,9) = (T, ), (2.57)
pentru orice ¢ € D(a,b).

D(a,b) este multimea tuturor functiilor ¢, indefinit derivabile pe intervalul
(a,b) care au supp ¢ C (a,b). Relatia (2.57) este echivalentd cu

(S7 (_]‘)nanw(n) + (_1)n_1an71w(n_l) +--+ CL(]QD) = (Tv 90)7 VSD € @(CL, b)

Presupunem ca termenul liber este o distributie generata de o functie, I' = 7.
Atunci ecuatiei (2.56) ii putem asocia o ecuatie diferentiala ordinara

an()y™ + -+ ag(t)y(t) = F(1). (2.58)

Este evident ca orice solutie clasica este si solutie in sensul distributiilor. Re-
ciproca este data de umatoarea lema.

Lema 2.3.1. DacaT =Ty cu f € C(a,b) si solutia generalizatd este de forma
S =T, unde functia y € C™(a,b), atunci y este si solutie clasicd a ecuaties
diferentiale (2.58).

Demonstratie. Deoarece y € C™(a,b), atunci derivatele in sensul distri-
butiilor sunt

T;k) :Ty(k), k=1,...,n.
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Daca S este solutie are loc
L(T,)—Tf=0

pe (a, b) in sens distributional. Din Lema du Bois-Raymond rezulta ca, aproape
pentru toti t € (a,b) are loc egalitatea

an(t)y™(t) + - + ao(t)y(t) = f(1)-

Din continuitate rezultd ca relatia precedenta are loc pentru orice t € (a,b)

peste tot; deci y este solutie clasica. [ |
Consideram ecuatia cu coeficienti constanti
anS™ 4+ a1 S™ Y 4. 4 ayS =T, ao,...,a, € C. (2.59)

Definitia 2.3.4. Numim solutie fundamentald a ecuaties (2.59) distribugia U
care satisface

L(U) =4, (2.60)

dm) dn—1)

unde L = anﬁ + an_lm

In general solutia nu este unica, ci este determinata pana la o solutie

arbitrara a ecuatiei L(V) = 0; adicd dacd U este solutie fundamentala i V
este o solutie a ecuatiei L(V) = 0, atunci U 4+ V este solutie fundamentala.

+ -+ aol.

Lema 2.3.2. U este o solutie fundamentald pentru L dacd si numai dacd
transformata Fourier satisface
n
> ax(iw)F FU] = 1. (2.61)
k=0
Demonstratie. Fie U solutie fundamentald. Aplicim ecuatiei (2.60) trans-
formata Fourier gi avem
FIL(U)] = F[].
Dar F[¢] = 1 iar primul membru devine succesiv
n n n
FILW)] =) al ] =) aFUW] = ax(iw)*51U],
k=0 k=0 k=0
deci are loc (2.61). Reciproc, rezultd facand trecerea inversid pe formulele
precedente. [ |
Aceastd lema reduce rezolvarea ecuatiei liniare cu coeficienti constanti la
rezolvarea unor ecuatii algebrice de forma

PwX =1

unde P(w) este un polinom oarecare. Constructia unei solutii fundamentale
este data de urmatoarea teorema.
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Teorema 2.3.10. Fie y = y(x) solutia problemei Cauchy

any™ () + an_1y™ V() 4+ ...+ agy(t) =0
y(0) =---=y"2(0) =0 (2.62)
y D (0) = 1.

Atunci distributia generatd de u(t)y(t) este solufie fundamentald.

Demonstratie. Derivam distributia U = T}, (4), folosind conditiile Cauchy.

Avem
U'=Tyy +90-(y(04+0) —y(0)) = Ty

U’

-1 S

Folosind ecuatia (2.62) rezulta evident
an U™ 4 aqgU +3=0+0=0.
|

Teorema 2.3.11. FieU € D’ solutie fundamentald a operatorului L siT € D’
astfel incdt sa existe convolutia U *T. Atunci solufia ecuafiei (2.59) existd in
D’ si este de forma

S=UxT.

Solutia este unicd in clasa de distributit din D' pentru care ewistd convolutia
cuU.

Demonstratie. Aratam ca U x T este solutie.

LWUT) =Y ap(UxT)® = (Y apU®) T =
k=0 k=0

=LU)«T=6xT=T.
Pentru unicitate aratam ca ecuatia omogena

an VW 4 agV =0

are numai solutia nula in clasa de distributii pentru care convolutia cu U exista
in D', Intr-adevar avem

V=Vxd=VxLU)=L(V)*xU=0xU=0
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Aplicatia 2.3.5. Sa rezolvam ecuatia
T'4+2T' + T =26 + 6.
Pentru solutia fundamentala asociem problema Cauchy

y'(t)+ 2y (t) +y(t) =0, y(0)=0, y'(0)=1

cu solugia y(t) = cre~t + cote™t. Conditiile initiale ne conduc la y(t) = e~".

Solutia fundamentald este U = Ty, (1), iar a problemei este
T=Ux%(20+ 5/) =2U+U = Tu(t)(t-ﬂ—l)e*t'

Prezentam o a doua metoda de rezolvare. Aplicam transformarea Fourier.
Obtinem
(iw)?F + 2iwF + F = 2 + iw,

unde F' = F[T] este transformata lui 7. Deducem

2 +iw 1 1

I+w)? (+w? Tt

Dar, din cazul clasic
1
= Fle "ult
= Tl (),

iar
1 1 1

- (1+iw

RETEA ) = iF[—(it)u(t)e™] = Fltu(t)e ).

Deducem ca
F = F[(1+t)e " Ju(t),
iar prin inversare
T =u(t)(1+t)e ™.

Problema Cauchy. Consideram ecuatia diferentiala cu coeficienti con-
stanti
any™ + a1y + - tagy = f(t), t>0

cu conditiile initiale
y(k) =y, k=0,...,n— 1.

Admitem ca functia f este continud pe [0, +00). Prelungim functiile y si f
cu valoarea 0, pe intervalul (—oo,0) si notdm cu § gi f aceste prelungiri. Din
(1.53) rezulta

k
T(k)ﬂ = Tg(k) + Zym(k_i), k=1,...n.
i=1
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Transforméand ecuatia, obtinem
n—1
L(Ty) =T;+ Y exs®),
k=0

unde
co = ap—1Yo + -+ a1Yn—2 + Yn-1
Cp—2 = a1Y0 + %
Cn—1 = Yo-

Astfel problema Cauchy se reduce la rezolvarea unei ecuatii de tipul (2.59).

2.4 Probleme

Problema 2.4.1. Determinati transformatele Fourier ale functiilor f : R — C
de mai jos:

1° f(z) =u(z)e” ™, a>0;

[R: F(w) = ]

a+iw’

2° f(z) = u(—x)e®®, a>0;

[R: F(w) = [

a—iw’
3° f(x)= e=alzl ¢ >0,

[ R: f(2) = u(x)e™ % +u(—z)e?? si folosind punctele 2° si 3° gisim: F(w) =
2a

a2+o.)2'J

2a
a? + x?’

40 flz)

a>0;

[ R: Daca folosim formula de inversiune (2.8) si rezultatul precedent gasim:
F(w) = ome—alwl, |

oo 2 s iw? +o0 B w2

[ R: F(w) = / e T dp = e*T/ ¢@=3)" dg, iar pentru ultima
—oc0 —00

integrala folosim definitia exponentialei in complex si integralele lui Fresnel.

Rezulta F(w) = ﬁei(“ﬂ”z). ]
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. 2
6° f(z)=e 1.

[ R: Ca la punctul precedent gésim: F'(w) = Ve i(mw?), |

Problema 2.4.2. Si se calculeze transformata Fourier a impulsului de tip
cosinus ridicat definit pe intervalul de timp [T, T7,

7t
t)=1 —.
f() +COST

[ R: F[f](w) = 276 (w) + Tsa(m — wT) + Tsa(m + wT). |

Problema 2.4.3. Aratati ca daca functia f(x) are transformata Fourier F'(w),
atunci au loc:

Ff(x)sinaz] (w) = %Z,(F(wfa) — F(w+a)); (2.63)
F[f(x) cosar] (w) = %(F(w —a)+ F(w+a)). (2.64)

[ R: Se exprimi sinax si cosaz, cu exponentiala in complex gi se folosegte
formula (2.3). |

Problema 2.4.4. Calculati transformatele Fourier ale urmatoarelor functii:

1° f(x) = u(x)xde”T;

[ R: Din Problema 2.4.1, 1° transformata functiei u(z)e™% este ; apoi
iw

folosim Teorema 2.1.3 de derivare a imaginii gi obtinem

F [u(z)z’e™?] (w)=i3( ! )le(GJ

1+iw 1+iw)t
o —(l’ — 3)2
2° flx)=e ;
[ R: Transformata functiei e~ este /me~%"/4 si folosind formula (2.2) gisim

Flem = (w) = re e = \/re™" /4 (cos(3w) + isin(3w)). |

3 fi(z) = e~ 1%l cos si fo(x) = e~ 1%l sin .
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[ R: Putem scrie fi(z) = f(x)cosz, fao(z) = f(x)sinz, unde f(z) = el*l are
transformata F'(w) = 1+2 7; aplicam Problema 2.4.3 si rezulta
1 . 1
14 w=-1)2 14 w+1)%
1 1 1
F: == - )
fa(@) = Falw) = 5 <1+(w—1)2 1+(w+1)2> J

Problema 2.4.5. Daca f din L'(R) este continua si xf(z) este din L'(R),
atunci are loc

fl(l‘) = Fl(w) =

iF[fl(w) = Flzf](w).
[ R: Deoarece |f(x)e“?| < |f(x)| rezultd ci integrala improprie care de-
finegte transformata F(w) = f;oo f(z)e™“* dz converge uniform in raport cu
parametrul w. Integrantul este derivabil in raport cu parametrul si atunci prin
derivare gi amplificare cu —i rezulta formula. |

Problema 2.4.6. Daci f este derivabila pe R iar f, f/ sunt din L'(R) si

lim f(z) =0 atunci are loc
|z]—o00

Ff'l(w) = (1w)F[fl(w).
[ R: Aplicand formula de integrare prin parti avem

+o00 .
If(w) = fla)e " da =

: +oo +oo .
f(x)e_lwx‘ Fiw F@)e ™ dz = iwF[f)(w). |

—0o0

Problema 2.4.7. Daca f(x) are transformata Fourier F'(w) si

/ f(z) dz = 0, atunci

¥ [/_OO £(1) dt} () = %F(w).

[ R: Folosind formula de integrare prin parti, gasim:

Al [ )
(o) =5~

= f( oW dw’—* [f1(w). ]

iw
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Problema 2.4.8. Aratati ca produsul de convolutie a doua functii este co-
mutativ. oo

[R: (fxg)(x) = / f(8)g( — 5)ds = / & —y)a(y) dy = (g% )(z). |

—0o0 —0o0

+oo

Problema 2.4.9. Determinati, daca este posibil, produsele de convolutie ale
urmatoarelor functii i transformatele Fourier ale acestora.

1° f(z) =g(x) = e_x2, z € R;

[ R: Produsul exista, functiile fiind din L*(R).

+o00 2 5 5 “+oo 5
(f *9)(x) =/ e Ve dy = e / e Ay =

—00 —00
2 ftoo 2
67%/ e 2Wts)” gy = \/?612. |
. 2

2° f(x) =g(z) = u(x)e®, z €R;

[ R: Functiile nu sunt integrabile pe R totusi, fiind nule pe semiaxa negativa,
exista produsul lor de convolutie

(f % 9)(a) = /O " Ve dy = u(w)ee®

aceastd functie nu admite transformatd Fourier. |

3 J(@)=9(e) = ule + Du(- — )
[ R:
0, x € (—o0,—7) U [m, +00)
(f*g)(x) = 7r7-ri-2x’ S [—7‘(,0)
=, wel0,m)
Au loc

2 wT
F = (—sin(—=))%
[ #g]@) = (—sin(2))?. |
Problema 2.4.10. Si se calculeze convolutia dintre doua impulsuri rectan-
gulare identice, de amplitudine 1 si definite pe intervalul de timp [0, 7T ].
[ R: Rezultatul convolutiei este un impuls triunghiular de durata 2T

t+T, -T<t<0
Mﬂ_{Tuogtgfj
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Problema 2.4.11. Sa se calculeze convolutia dintre impulsul rectangular de
amplitudine 1 definit pe intervalul de timp [0,T] si functia g(t) = ae=%.
[R: (fxg)(t) =e [’ —1]. |

Problema 2.4.12. Rezolvati ecuatia integrala

[ o av= s

unde
lz], |z| <1 2?2 |zl <1
1 1
W f@)=1{ 5 =1 B f@) =4 5, lal=1
0, Jz|>1 0, J|z|>1.
1
[R:g(w) = ?[1271”](&))

1 o 1/1 2 Lw
= — d — — — S — .
a) g(w) 7T/_lace z=_ | —sinw——5sin” o |
1 (uw?=2 2
gl smw—o—ﬁcosw .
Problema 2.4.13. Aproximati semnalul continual f(t) = e~2/* pe intervalul
[—20, 20], folosind teorema de esantionare cu b = 1000H z.
[ R: F(w)= 112 iar pentru b = 1, rezultd T' = mms. Din conditia —20 <
w

nT < 20, deducem —6 < n < 6 si rezulta aproximarea prin semnalul discret

76 = i 27|t — n). |

n=-—5

Problema 2.4.14. Si se calculeze, prin metoda matriceald, transformata
Fourier discreta a vectorului de 6 valori ale unui semnal sinusoidal discret:
[2]=(0,5 1 0,5 —0,5 -1 —0,5).

[ R: Transformata Fourier discretd a vectorului X = [z]* se calculeazd ma-
triceal cu relatia (2.25) FF = WX. Pentru vectorul dat cu N = 6 val-
ori, matricea W are valorile (wk”)k’nzoylwwg, = e ™n/3 ynde w = e /3,
In matricea W apar valorile w? = 1, w! = e /3 = 1/2 — i\/3/7, w? =
e = 172 —i\/3/2, w? = e /3 = 1, wl = e/ = —1/2 +1,/3/2,
w® = e ™/3 = 1/2 +1,/3/2. Atunci transformata ceruta este

1 1 1 1 1 1 0,5 0
1w w? w owt Ww 1 1,5 — 2,5981i
r_ 1 w? w* W w? w 0,5 _ 0
1w W w w® wd -0,5 | 0
1w w? W' wt w? -1 0
1 w® wt w w? w! —0,5 1,54 2,5981i
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Prima componenta a vectorului F' are semnificatia valorii medii a semnalului
care este nula. Si alte componente sunt egale cu zero, ceea ce este normal
pentru semnale pur sinusoidale. |

Problema 2.4.15. Determinati semnalul discret care are spectrul in frecventa
de forma (1, 14i, 0, 1—i).
[ R: Din formula de inversare, (2.27), semnalul [z] este dat de

1 1 1 1 1 3

11 i -1 —i 1+i | 1 =1

401 -1 1 =1 | 0 T4 -1 2
1 —i -1 i 1—i 3

Problema 2.4.16. Calculati transformatele Fourier sinus si cosinus pentru
functiile de mai jos:

1, 0<z<a
1
1 f@={ L z=a
0, z>a;
21 21
R: F =4/ ——si . F = /21— )
[ c(w) \/;wsmaw, s(w) \/;w( cos aw). |
0, O0<zx<a
1, a<x<b
2° f(z) = 0, =z>b
1
57 xe{a?b}7

21
- F — 2 (g g .
[ R: Fo(w) \/;w(slnbw sin aw);
Fs(w) = \/51(008 aw — cos bw). |
STV rw '

3° fla)y=e"¥ >0, a>0;

+o0 2
[R: Fo(w)+iFs(w) =4/ = / e dp = 4 [ = a2—:1w de unde Fo(w) =
Ta
2
a2+ 7 lar Fi(w) = ﬂm J

Problema 2.4.17. Calculati transformata cosinus a functiei
T sinwr

1 . T
f(.%') = m Deducetl A Z‘m dx — Zwe .
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2 [t coswz \/5 too lww

Aceasta se calculeaza cu teorema reziduurilor.
400 elwz q R elwz ) T e
/0 m r = Tl ez<(1+z2)2,1)—4(w+ )6
(s-a folosit faptul ca i este pol de ordinul 2 pentru functia g(z) =

1 !
reziduul se calculeaza cu formula =1 2151210 e ((z — 20)"g(2))). Trans-

iwz

1+222 %

1 /2
formata este Fo(w) = 4\/76‘”(w +1). A doua afirmatie rezulta daca de-
7r

rivam in raport cu parametrul w in relatia

T coswz 1
——dx = e 1).
/0 1+ z= e (w+1). |

22

1
Problema 2.4.18. Aratati ca functiile 7 si e” 2 coincid cu transformatele
T
lor prin cosinus.
cos T Fs
dr =4/ = si

Jz 2

+00
[ R: Se tine cont de integralele improprii cunoscute /
0
+o00 2
T _b
/ e~ cosbr dz = %e‘ﬂ, a>0. |
0

22
2

1
Problema 2.4.19. Aratati ca functiile — i ze coincid cu transformatele
x

\/7
+o0

sinx s
NN dx‘ﬁ”

Problema 2.4.20. Deduceti formulele lui Parseval:

lor prin sinus.

[ R: Se are in vedere ci

+00 +oo
Fe(w)Ge(w) dw = / f(@)g(x) de
0 0
+00 +oo

Fs(w)Gs(w) dw = f@)g(x) da.
0 0

400 2 400 +00
[ R: Fo(w)Ge(w) dw = \/; Fo(w) dw/ g(z) coswr dz =
0 0

\/f/(foo g(x)dz /0+00 Fo(w) coswz dw = /0+00 f(@)g(z) dz.

Analog pentru cea de-a doua relatie. |
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Problema 2.4.21. Sa se calculeze transformatele Fourier cosinus si sinus ale
.. 1, 0 . <
functiei f(z) = { 0 ii < ,a > 0. Folosind formulele Parseval, sa se

deduca apoi relatiile

/oo M b /00 (1 —cosax)(1 — cosbx) ddr — gmin{a,b}
0 0

x2 z2

2
/ sin” az d:c—fcc7 a,b> 0.
0 2

x2

2 (¢ 2 si
[ R: Fo(w) = \/7/ coswr dr = \/751nwa
T
\/7/ \/71005wa
Sinwx de =4/ — ———

. 1, 0<z<a 1, 0<z<d
Flef(x)—{(L T>a §19($)_{0, x> b,
in prima formula a lui Parseval gi avem

2 [ sinwasinwb min{a,b}
- —— dw = dz,
™ Jo w 0

de unde prima egalitate. Din a doua formul& Parseval obtinem

0 (1 _ 1 —cos
/ (1 — cos ax)g cos bx) de = & min{a, b}.
0 r ?

a, b > 0. Inlocuim

sm axr

Pentru a = b deducem / dz = ga. |

Problema 2.4.22. Folosind formulele lui Parseval, deduceti:

/+oo z* dx B T
0 (22 +a?)(z2 +02)  2(a+0b)’

/+°° dz B ™
o (22 +a?) (22 +b2)  2ab(a+b)

[ R: Se considerd functiile f(z) = e7 %%,z > 0si g(x) = e~
utilizeaza rezultatele obtinute la Problema 2.4.16, 3°. |

br o 5 0 4ise

Problema 2.4.23. Rezolvati urmatoarele ecuatii integrale:
il sin—, 0<x<2m

2
+oo
1° / g(u)sinuz du = f(z), unde f(z)= %7 T =921
0
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[ R: g(u \/7/ \/7f smu:cda:—icos%ru.j

+o00
2° / g(u)cosux du = f(x), unde f(z)=1< _
0

"R g(u \[/ \ff cosua dr = -

3° g(u) cosuzr du = f(x), unde f(z)=
/ 0 z € (1,00).

[ R: g(u \/7/ \/7f CObumdx—zlicOSUJ

Problema 2.4.24. Sa determinam solutia problemei propagéarii caldurii intr-
o bara infinita, adica s determindm functia u : R x [0, 400) — R care satisface
ecuatia

5 sinmu. |

1717 z € [0,1]

Pu  Ou
= 2.
922 o1 =0, z€R, 120, (2.65)
si conditia initiala
U(.Z‘7 0) = UO(J")7 (266)

in urmatoarele ipoteze

ou 02
1) u 8—“ a—u sunt functii din L'(R) pentru orice ¢,
ou . . o |Ou
2) 5z arepe orice interval [0, 7] un majorant ® integrabil adica, Fn < ®(x)
iar / ®(z)dz < oo.
R

[ R: S& consideram transformata Fourier a functiei u relativ la variabila z,
pentru orice ¢t > 0, adica

[o0)

U(w,t) = Flu(z, t)]|(w) = / u(z, t)e T dg.

—00
Transformatele Fourier ale derivatelor partiale vor fi

0u(x,t)
Ox?

ou(z,t) B
ot ) = ot

Sl Jw) = (Ww)’Uw,t), I
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Daca aplicam transformata Fourier ecuatiei (2.65) obtinem ecuatia

U (w, t)

S = —wU(w,t) (2.67)

care are solutia
2
t

U(w,t) = Clw)e ™",
Conditia (2.66) se transforma in
U(w,0) = Fluo)(w)

iar aceasta permite determinarea functiei C; C(w) = Flug](w). Astfel gasim

U(w,t) = Flug)(w)e <" (2.68)
Daca avem in vedere ci e @t = ?[Le*%](u}) iar un produs de transfor-
2v/mt

mate Fourier este transformata Fourier a unui produs de convolutie obtinem
solutia

u(x,t) = 2\/>/ 4tuox— y) dy. |

Problema 2.4.25. Folosind transformata Fourier prin sinus determinati func-
tia u = u(z,t) de clasi C?(D) N CY(D), unde D = (0,+0o0) x (0, +00), care
satisface ecuatia
82 (?u
si conditiile
u(z,0)=0, >0
u(0,t) =0, t>0

. _ S
zEToo g(x,t) 0, t=20 (2.70)
u
i — = > 0.
mgrfw o (z,t)=0, t>0

T2 D)) = \/E [ St wnsnads = 2 aiute i)
0%u
F, [8 5 \/7/ 8x2 (z,t)sinzwdr =

2 Gu(x t)smmw‘ fw/oo@cosxwdx =
7 \ Ox 0 o Oz B
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2 o0 o
—/—w (u(:ﬁ,t) cosxw’ +w/ u(z,t) sina:wdx).
™ 0 0
.. 0%u 9
Deci ?8[—(9 2(x,t‘)](w) = —w*Fsu(z, t)](w).
x
Daca notam U(w,t) = Fslu(z,t)](w) prin aplicarea transformatei sinus in

ecuatia data rezultd urméatoarea ecuatie diferentiald liniara cu parametrul w

%{tj + a%?U = —F[p(z, 1)]. (2.71)

Solutia ecuatiei omogene este

202¢

Up(w,t) = Co(w)e™ @@ ",
Solutia particulara o gasim prin metoda variatiei constantelor. Cautam solutia
—a2w?t . . A s o
de forma Up(w,t) = C(w, t)e si impunand conditia, gasim

aC

a0 = ¢ Tle D)),

t
de unde C(w,t) = —/ 6”2”2“3"5[<p(x,u)](w)du. Solutia ecuatiei (2.71) este
0

atunci

Ulert) = U+ Uy = (Cale) = [ 03, ol ) ) %

Din U(w,0) = 0 deducem Cp(w) = 0 si atunci U(w,t) rezulta a fi de forma

t
U(w,t) = —e‘“zWQt/ WG [p(z,u)] du, de unde deducem
0

2 00 t
u(w,t) = \/;/0 </0 e“2w2“3"5[g0(1’,u)] du> e~ gin wa duw. |

Problema 2.4.26. Aplicand transformata Fourier cosinus determinati solutia
problemei

?Pu =% 3 >0,t>0
w(z,0) =0, 2> 0 (2.72)

ou
—(0,t) = — R, t > 0.
ax(7) ‘LL, ME Y

[ R: Procedand ca in exercitiul precedent, prin aplicarea transformatei Fourier
prin cosinus se obtine ecuatia liniard in U(w,t) = Felu(z,t)](w),

o 2, 9 9
at—\/;au a“w U (w,t),
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de unde U(w,t) = C(w)e~****t. Deoarece U(w,0) = 0, rezultd ci solutia
generala coincide cu cea particulara, determinata de exemplu prin metoda
variatiei constantelor. Obtinem

2 n a2
Ulw, t) = \/;02(1 _ ettty

Aplicand transformarea inversa gasim

2,,2

2 001 —a‘w“t
u(z,t) = —M/ eizcoswﬂc dw. |
™ Jo w

Problema 2.4.27. Folosind transformarea Fourier, sa se rezolve ecuatia t"T =
0 in clasa §'.

[ R: Aplicim transformata Fourier si obtinem F[T] = 0. Aceasti ecuatie in
distributii are solutia F[T] = ¢+ crw+- - - +¢,_1w" !, de unde prin inversare
gisim T = ¢gd 4+ 10" 4+ - + ¢, 10D |



Capitolul 3

Transformarea Laplace

3.1 Transformarea Laplace

In fizicd si in diferite domenii tehnice se foloseste adeseori o corespondenti
intre doua multimi de functii: o prima multime numita clasa originalelor si
o a doua multime formatd cu imaginile lor obtinute printr-o anumita trans-
formare. Aceasta corespondentd prezinta interes daca este biunivoca si daca
unor operatii din prima multime le corespund in a doua multime operatii mai
simple.

Definitia 3.1.1. Fie f : R — C. Daca are sens integrala improprie cu
parametrul p € C

Fo) = [ e at (3.1)

atunci F' se numeste transformata Laplace a functiei f si se noteazd cu

LIF@®)](p)-

Aplicatia 3.1.1. Pornind de la definitie, sa se calculeze transformatele Laplace
ale functiilor

1) ft)=aeC

2) f(t) =tk k> —1.

1. Conform definitiei, avem:

o R e Pt ~ _ @
Lla)(p) = ae P dt=a ePdt=a—I =-. (3.2)
0 0 -p p

oo
2) L[t*](p) = / the Pt dt, se face schimbarea de variabild z = pt i se

0
obtine:

103
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0o \P p Pt prt
Definitia 3.1.2. Functia f : R — C se numeste functie original dacd satisface
conditiile:

a) f(t) = 0 pentru t<0 (adicd mdrimea fizicd este studiatd pentru t > 0,
in rest este nuld sau fard interes);

b) f este continud pe portiuni (adicd pentrut > 0 este continud cu exceptia
unet mulfimi cel mult numarabile de puncte, in care are discontinuitati de speta
intai);

c) |ft)e ™| < M, pentru M>0,t>0, unde a,M € R (adicd f are o
cregtere exponentiald, a numindu-se indicele de crestere al functiei original).

Observatia 3.1.1. Conditia de crestere exponentiala (p = o + i) se scrie
sub forma :

o0 o0 oo
| / FB)e T dt] < / F(O)lle ] dt < M / eite=0t 4t —
0 0 0

e(afa)t - M
10

~(o—a)

(a—o0)
ultima integrald fiind convergenta pentru Re (p) = o>a.

In baza criteriului comparatiei pentru integrale improprii, va rezulta conver-
genta absolutd si uniforma a integralei care defineste pe L[f(¢)](p).

Aplicatia 3.1.2. Cea mai simpla functie original este functia unitate Heav-

0 t<o0
iside f(t) = 1/2 t=0 . Alte exemple de functii original: functia con-
1 t>0

stanté, functia putere, functia exponentiala, functiile circulare si hiperbolice.

Aplicatia 3.1.3. Functia f(t) = et nu are crestere exponentiald pentru ca
et’e=at este nemarginita pentru t — 400, Va, deci nu poate fi considerata
functie original.

Aplicatia 3.1.4. Functia f(t) = e , cu b € C are crestere exponentiala,
deoarece se poate alege a = Re b, M > 1= |f(t)e~®| = eRe®le—at — 1 <
MVt e R.

e(b—p)t

(o) 0o 1
Lle"](p) = / e Pt dt = / et P dt = 0= 3.3
o) = | 0 - 63

. ¢ o . o 1
ceea ce inseamna ca imaginea functiei e” este Y pentru Re p > Re b.

Cu functiile original se pot face urmatoarele operatii:



3.1. TRANSFORMAREA LAPLACE 105

e suma a doua functii original este tot o functie original;

e produsul dintre o functie original si o constanta complexa este de aseme-
nea o functie original,

e produsul a doud functii original este tot o functie original.

Definitia 3.1.3. Transformata Laplace a unei functii original (care existd) se
numegste functie imagine.

In acest mod s-a definit o corespondenta intre doua multimi: una numita
clasa originalelor si o a doua formata cu imaginile lor obtinute printr-o anumita
transformare, numita transformare Laplace.

3.1.1 Proprietati ale transformarii Laplace

Teorema 3.1.1 (liniaritatea). Dacd fi(t), f2(t),t € R sunt doud functii
original, atunci Vey,co € C are loc relatia:

Ller fi(t) + cafo(t)](p) = a1l L[f1(1)](p) + c2L[f2()](p)- (3.4)

Demonstratie.

LMﬁ@+@h@MﬂZAm@ﬁ@+@b®k”“ﬂ=

:/maﬁuw”“ﬁ+/w@ﬁ@wwwu:qcmumm+wzmamm.
0 0
| |

Aplicatia 3.1.5. Folosind proprietatea de liniaritate, sa se calculeze trans-
formatele Laplace ale functiilor

1. f(t) =sh(at),a € C

2. f(t) =ch(at),a € C

3. f(t) =sin(at),a e C

4. f(t) = cos(at),a € C.

Transformatele Laplace se calculeaza pornind de la expresiile functiilor
respective, carora li se aplica proprietatea de liniaritate:

1)
eat _ e—at 1 . ot
Llsh(at)l(p) = £ [} (p) = 5 (£L[e”](p) — Lle™"](p)) =

11 1 a
T2




106 CAPITOLUL 3. TRANSFORMAREA LAPLACE

2.
clen(an](p) = & | “HE] () = 5610 + £l ) =

11 1 D
25( + )= 55
p—a p+a pT—a

3.
chin(anl() = £ | S| 0) = e - £l ) -
1, 1 a
B ﬁ(p—ia B p+ia) - pr+a?’

4.

elat + e—lat

cloostan(p) = £ | =5 () = 5(ElI0) + £le ) =

11 1 p

—(——+ —)

T 2i'p—_ia  ptia’ pPPtat

Teorema 3.1.2 (asemdinare). Dacd f(t),t € R este o functie original, atunci
oricare ar fi a € R, a>0 are loc relatia :

S[F(a))(p) = L), (35)
Demonstratie.

L[f (at)] / flat)e P dt.

Prin schimbarea de variabila at = u avem

/ Fge i = g irn)(2).

Aplicatia 3.1.6. Folosind teorema asemanarii si stiind ca
1 D
—_ L t =
e Lleostln) = 5P
sa se calculeze transformatele Laplace ale functiilor:
1) f(t) =sin2t
2) f(t) = cos3t.

D
£[sin 26)(p) = %L[sint] (&)= %pg 1+ -(2) = p22+4.

1 py_1 p (p P
cleos3tp) = eleost) (5) = 32757 (5) = o

Llsint](p) =

2)
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Teorema 3.1.3 (intarziere). Dacd f(t),t € R este o functie original, atunci
oricare ar fi a € R, a>0 are loc relatia :

LIf(t = a)l(p) = e " Lf ()] (p)- (3.6)

Demonstratie. Are loc

L[ft—a)lp) = /OOO f— a)@*pt dt = > f(u)efp(qua) du,

—a

prin schimbarea ¢t — a = u. Deoarece f este functie original deducem

| e qu— e [ e du= e e s o))
0 0

Aplicatia 3.1.7. Sa se calculeze transformata Laplace a functiei:

£(t) = ch(t — 2).

clente - 2)p) = e elelp) —e 0 (L4 ) = S

Teorema 3.1.4 (deplasare). Dacd f(t), t € R este o functie original, atunci
oricare ar fi a € C are loc relatia :

Ll f(0))(p) = LIF®)(p — a). (3.7)
Demonstratie.
cle fO)p) = [ e dt= [T e pe) de = £ (@) - o).
0 0
]
Aplicatia 3.1..8 Sa se calculeze transformata Laplace a functiei

f(t) = e* cos 3t + €3 sin 2t

L[f(t)] = L[e* cos 3t + €3 sin 2t] = L[e* cos 3t] + L[e* sin 2t]

LIF(B)] = (p219> (p-2)+ (pi& (p—3) =

_ p—2 n 2 _ p—2 n 2
C(p—22+9 (p—3)2+4 p2—4p+13  p2—6p+13°
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Teorema 3.1.5 (derivarea originalului). Dacd f(t), t € R este o functie
original gi f'(t) existd si este functie original, atunci are loc relatia :

LI ®)](p) = pLLfB)](p) — f(0+). (3.8)

Demonstratie.

LI O)(p) = /0 Te ) dt = e () - /0 T (Cp)e () di =

— Tim e P () — e OPF(04) +p /0 TP dt = pLlfW)(p) — F(O4)

t—o0

deoarece:
(0] = [ @)lle ™| < Mee = Mmoo

iar pentru o := Re p>a se obtine
1 7pt = 1 7pt =
thm [fH)e ™| =0 = tlim f(@)e 0.

]
In general, daca f(t) admite derivate de ordin n gi toate sunt functii ori-
ginal, atunci:

LIF™@0))(p) = p"LfE)](p) — p" L f(0+) = p"2f/(0+) — -+ — 7V (04).

Demonstratia se face folosind metoda inductiei. Presupunem proprietatea
adevarata pentru n — 1 | ceea ce Inseamna ca

LIFm D 0])(p) = p" L)) —p"2F(04+) —p" 3£/ (04) = — fPD(0+).

Dar
LLF @) = L[V B = pL V0] = 77V (04).

Inlocuim in expresia lui L[f™(¢)] pe L[f" 1 (t)] presupusi adeviirati si se
obtine:

LU0 (p) = plp™ L LF ) (p)—p" 2 F (0+)—p" 2 £/ (04+)— - -— fP D (04)]—

—f" 0 (0+)

sau

LIF™0))(p) = p"LfE)](p) — " F(04) = p"2f/(0+) — - — 7D (04).
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Teorema 3.1.6 (derivarea imaginii). Dacd f(t), t € R este o functie orig-
inal, atunci

LItfB)](p) = — (L[fB)]P) (3.9)
In general
LI F(B)(p) = ()" (LLFO) ()™ (3.10)
pentru orice n = 1.

Demonstratie.

EUOIw) = /O Sty di = /0 Y e i =
= /ooo HF ()™ dt = —L[tf(1))(p)

(LU0 = [P @) de = (17 [ e pe) ae =

0
= (=1’ L[ f (1)) (p)-
Pentru derivata de ordinul n se obtine:
@U@ = (-1 [T e -
0
= (=1)"L[t" f()](p).

]

Aplicatia 3.1.9. Sa se calculeze transformatele Laplace ale functiilor:

1) f(t) =t%e

2) f(t) =tcos3t

3) f(t) =t  aeC.

1)

SLI0) = LIPS0 = (DAL = (15 ) =

2)

’ 2
SO0 = £freos31(p) = ~(Lleos3in)) = - (555 ) = s

(p _ a)n—H :



110 CAPITOLUL 3. TRANSFORMAREA LAPLACE

Teorema 3.1.7 (integrarea originalului). Dacd f(t), t € R este o functie
original, atunci

e[ [ 1) @] ) = Letroio) (3.11)

$t

c [/Ot dun/oun dun_l.../0u3 duz/ouzf(ul) dul} :]%L[f(t)](p). (3.12)

Demonstratie. Notadm h(t) = /Otf(u) du si se observd ca h'(t) = f(t),
h(0) = 0. Aplicand propozitia 5 se obtine :
LIf0](p) = LW (1)](p) = pL[A(1)](p) — h(0)
sau )
LIn®)(p) = Eﬁ[f(t)](;v)
de unde rezulta ca

S = £ [ [ s du} ) = L))

Presupunand proprietatea adevarata pentru n — 1 i notand

Un us3 u2
h(uy) :/0 duy,—1 . ../O dug/o f(ur) duy

) = [ e hun) du, = L0

obtinem:

si

_ L)) _ 1
‘ { / h(unmun} - 2R 01,

Aplicatia 3.1.10. Si se calculeze urmaétoarele transformate Laplace:

)
L [/Ot sin 3u du} = %L[Sin 3tl(p) = p(p23+ 9
2)
N [/ot U%_Budu} B I%L[t%_gt](p) - 1% (ler?))” - p2(p2+ 3)%
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Teorema 3.1.8 (integrarea imaginii). Dacd f(t), t € R este o functie
original, atunci daca integrala este convergenta

[f (”] (v) = / £If()](a) da. (3.13)

In particular, pentru p =0 se ob{ine

[t ao=2 |10 0 = [T 1 ar

Demonstratie. Fie F(p) = L[f(¢)](p) st G(p / F(q) dg atunci
P

T

G(p) = lim [ F(q) dg = lim H(r) — H(p).

De aici rezultd ca G'(p) = —F(p) sau —G'(p) = F(p). Fie g(t) originalul
functiei G(p) , ceea ce inseamna cd G(p) = L[g(t)](p). Tinand seama ci

Lltg)](p) = =G'(p), F(p) =LIfB)](p) si —G'(p) = F(p)

rezulta )
—tg(t) = —f(t) sau g(t) = =~
i se obtine
t
6 =<1 )
]
Aplicatia 3.1.11. Sa se calculeze transformatele urmatoarelor functii:
o2t _ o3t
D) flt) = ——
cos 2t — cos 3t
2) f(r) = B
sint
3) f(t) = ——.
1)
-2t _ -3t (o] "00
C {e e } :/ L[e‘%—e_?’t](q) dq:/ ( 1 _ 1 ) dg =
t » » qg+2 q+3
p+3
=In——
p+2
2)

L {COS%tCOSBt} (p) = / L[cos 2t — cos 3t|(q)dg =
P
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,/“’ A WU S S
"y \@ra T @ve) T e

3)
int *° >~ 1
L [SI?] (p) = /p L[sint](q) dg = /p 211 dg = arctg q|,° = g—arctg p.
s s < . * sint
Aplicatia 3.1.12. Sa se calculeze integrala: I = - dt.
0

Aplicim teorema integrarii imaginii pentru cazul p = 0 si avem:

> sint > * 1 T
gt = | Lismtp) dp= | ——— dp = arctg|¥ = .
[ ar= [T psnd) do= [ dp—wene =

Teorema 3.1.9 (imaginea produsului de convolutie). Dacd f(¢) si g(t),
t € R sunt doud functii original, atunci

LI+ 9)@)](p) = LIFDI(P) L9 ()] (p)- (3.14)

Demonstratie. Notam

F(p) = /Ooo F®)e ™ dt 5i G(p) = /Ooo g(t)e P dt

F(p)G(p) = /OOO f(t)e PG (p) dt.

Avem

o0
PG(p) = Llo(r = 1)) = [ glr— )
0
Prin inlocuire in relatia de mai sus, se obtine
FOGE) = [ f0at [ g - ner an
0 0
Se poate schimba ordinea de integrare si avem

F(p)G(p) = /0 T e dr /0 " f(t)g(r — 1) dt.

g(t) fiind functie original, avem g(7 — t) = 0 pentru 7<t si se obtine:

/ " f(tg(r — t) dt = / " f(a(r — 1) dt = (f x g)(r)
0 0
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ceea ce Inseamna ca
/ eprdT/ f(t)g(Tft)dt:/ epTdT/ f)g(r —t)
0 0

:/0 v dT/ £ — w)g(u) du_/o (f * g)(r)e PTdr.
Deci F)C) / (f % g)(r)eP™ dr.

Aplicatia 3.1.13. Sa se calculeze:

1) txsint
2) L[t * sint].
1)

¢ t t
t*sint:/ (t —u)sinu du:t/ sinu du—/ usinudu =t —sint
0 0 0

2)

cltwsin)(p) = L)) L P) = 5o g =

3.2 Calculul inversei transformarii Laplace

In unele situatii este utila determinarea din formula

o0
) = [ e
0
a functiei f(¢). Pentru aceasta vor fi prezentate trei metode.

3.2.1 Utilizarea proprietatii de liniaritate

Fie F(p) = c1Fi(p) + c2Fa(p) unde Fi(p) si Fa(p) sunt imaginile (transfor-
matele) unor functii f1(t) respectiv f(¢) , cunoscute.
Functia original f(t) se obtine astfel: f(¢) = c1f1(t) + cafa(t) . Deoarece

LIf®)p) = Llerf1(t) + cafe(D)](p) = alLlfi(®)](p) + c2L[f2(H)](p) =
= c1Fi(p) + caF(p) = F(p).

Observatia 3.2.1. Determinarea functjiei original f(¢) cand se cunoagte imag-
inea sa F'(p) se poate face prin dezvoltarea expresiei functiei in fractii simple
§i recunoagterea transformatelor uzuale.
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Aplicatia 3.2.1. Determinati functia original a imaginii

p
F = .
Q p?>+4

Descompunem functia F'(p) in fractii simple si se obtine:

1 1 1
F(p)=( -+ )
2\p—2i p+2

1
p+2i

1
p—2i
. De aici rezulta ca

Se observa ca 2it

e—21t

este imaginea functiei e”" | iar este imaginea functiei

1 .. )
ft) = 5(62“ + e_m) = cos 2t.

3.2.2 Formula Mellin-Fourier

In conditii destul de generale, relatia :

o) = [ e ar

0

ca ecuatie integrala in functia necunoscuta f (t) admite o solutie unica.

Definitia 3.2.1. Se spune cd functia f(t) definitd pe un interval [a,b] este
derivabila pe portiuni daca exista o diviziune

a=to<t1<...<ti<ti1<...<thp, =b

astfel incdt f(t) este derivabild in fiecare interval (t;—1,t;) si existd limitele
laterale f(t; —0), f(t; +0).

Teorema 3.2.1 (inversiune). Dacd functia f : R — C indeplineste urmdtoa-
rele condifii :

a) f(t)=0,t<0

b) f(t) este derivabild pe portiuni;

c) existd so real, sg > 0 astfel incat |f(t)|e™%0t este mdrginitd pentru 0 <
t<oo

atunci, in punctele in care f(t) este continud, valorile ei sunt date de
formula Mellin-Fourier :

1 a-+ico
f) = %/ F(p)eP' dp, pentrup = o + it si a>sg (3.15)
a—ioco

unde F(p) este transformarea Laplace a functiei f(t).
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Demonstratie. Considersm functia: ¢(t) = e ¥ f(t) , a € R care in
punctele de discontinuitate ale lui f(t) este de forma:

al(E+0)— f(t=0)
. |

p(t) =

Functia (t) = e~ f(t) , a € R indeplineste urmatoarele conditii:

1) este derivabild pe portiuni;

2) are aceleagi puncte de discontinuitate cu functia f(¢) ;

3) este integrabild pentru a>sg.

De aici rezultd c& sunt indeplinite conditiile ca ¢(t) sa fie reprezentatd
printr- o integrala Fourier:

o0 =50 [ ([ rwereren e au) aa.

A . . at ., v .
Se Inmultesc ambii membri cu ¢ si gasim

eat(p(t) 271_1/ (/ f —(a+ia)u )e(a+io¢)t dov.

Notam p = a + i« si obtinem:

1 a—+oo
eat%@(t) = 7/ (/ f e —pu du> ePt dp.
2mi

Tinand seama ca

/0 e du=F(p) si £(t) = eo(t)

a-+ioco
fity= 1 / F(p)erdp

2mi —ico

rezulta:

si teorema este demonstrata. [ |

Observatia 3.2.2. Integrala de mai sus se poate calcula cu ajutorul rezidu-
urilor :
t) = Z Rez[e?" F(p), pi) (3.16)
k

unde pj sunt singularitati ale lui F(p) din semiplanul Re p<a.

Aplicatia 3.2.2. Determinati functia original a imaginii

(3.17)
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Punctele singulare ale functiei F(p) sunt p1 = —2i , py = 2i.
_ t P . t P )
f(t) = Rez (ep e +4,—21> + Rez (ep e +4,21) =
= lim (p+20)e’t——L 4 lim(p—2A)ePt—— L =
p——2i (p—20)(p+2i) p—2i (p—21)(p+ 2i)
_9ie=2  9ie2it 2t 2t
= = = 2t.
TR 5 " cos 2t
3.2.3 Formula lui Heaviside
P
Teorema 3.2.2. Dacad F(p) = Qgp; este o functie rationald, unde P si Q
p

sunt doud polinoame care indeplinesc urmatoarele condifii:

1) gradP<gradQ ;

2) Q are raddcinile simple diferite de zero p1 , pa , ..., pn , atunci F(p)
este imaginea functiei f(t) data de formula :

ft) = Z; g,((]; ';)) ePrt, (3.18)

Demonstratie. F(p) poate fi descompusa in fractii simple, astfel:

Fio) =2 P ikpk’

k=1
Pentru calculul coeficientilor a; unde & = 1,2,...,n se considera cercurile
Y& , k = 1,2,...,n cu centrele in punctele p; , £k = 1,2,...,n, de raze ry ,
k = 1,2,...,n suficient de mici astfel incat in fiecare disc inchis Ag(pk, k)
k = 1,2,...,n s& nu se giseascd alt pol al functiei F(p) in afard de py ,

k=1,2,...,n. integrémd, se obtine:

[YF(P) dp:zn:ak/kpdppk-

k=1 v

Din proprietatile integralei complexe se stie ca

d
/ P _oni.
ve P — Pk

Din teorema reziduurilor pentru un pol simplu rezulta

P(px)
Q' (k)

/ F(p)dp = 2wiRez(F (p), p) = 2wi
gl
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Se observa ca,
P(px)

Q' (pr)
ceea ce inseamnd ca F(p) este de forma

o Plpr) 1
Flo) = kz=1 Qpr)r—pi

ag

Tinind seama de faptul ca £[eP*!] =

si de proprietatea de liniaritate a

transformatei Laplace, avem

Aplicatia 3.2.3. Determinati functia original f(¢) a imaginii
2

pe+5

Fp)=——"————.

) (r—1@*+4)

Se observa ca

P(p)=p*>+5, Qp) =(p—1(p* +4), Q'(p) =3p° —2p+4.

Radacinile lui Q(p) = 0 sunt p; = 1, po = —2i, p3 = 2i. Conform teoremei
2.2.2 se obtine:

Corolarul 3.2.1 (formula lui Heaviside). Dacd una din raddacinile simple
este nuld, adica Q(p) = pC(p) si atunci

Q'(p) = C(p) + pC'(p)
ar
Q'(0) =0 51 Q' (pr) = prC'(pr), k= 2,3,...,n

de unde rezulta ca

_P0) <~ P@r)
f(t)f@:;mep . (3.19)
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Aplicatia 3.2.4. Determinati functia original a imaginii

3p—1
0= o

Se observa ca
P(p)=3p—1, Q(p) =p(p* —4), C(p) =p° -4, C'(p) =2p

Rad&cinile lui Q(p) = 0 sunt p; = 0, po = —2, ps = 2. Conform consecintei,
se obtine:
1 Te 2 5e?
=3+ = 7
P(p)
Q(p)

sunt doud polinoame care indeplinesc urmatoarele conditii:

1) gradP<grad@ — 2 ;

2) Q are raddcinile p1,pa, - . ., Dn , cu ordinele de multiplicitate k1, ka, ..., kn
atunci originalul functiei F(p) se poate determina direct cu formula:

t) = Rez(F(p)e*, pi). (3.20)

este o functie rationala, unde P i Q

Teorema 3.2.3. Dacd F(p) =

_pt+l
pi(p—2)3

p+1 : p+1 "
f(t) = Rez (,ep ,0) + Rez <,ep ,2
® pp—2)° P (p—2)°
P11 _ 2 P+l /_
fez <p2<p—2>3€ 0) =\ e ) =

o p+5  ptl ] 1[5
_11)1_%[ (p2)4+(p2)3t]_ 8<2 t)

Rez [ ————_ePt 2 lhm ( 2)3 p+1 ethH:
Pp—27° 7)) T [P P27

Aplicatia 3.2.5. Determinati functia original a imaginii F'(p) =

1. p+2 p+1
=—lim |(—
2 p—2 p3 p?
1 2 6 2 2 1
1 p+6 p+ . P+ P+ ot | =
2p2| 4 P’ p? p?
1/5 1. 3,\ o
=-(c—zt+=t
2(8 2' 1 )
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3.3 Aplicatii ale transformarii Laplace

3.3.1 Rezolvarea problemei Cauchy pentru ecuatii / sisteme
de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti

Fie ecuatia:
™ 4+ a2 4 gz = f(®) (3.21)

cu conditiile initiale:
2(0) = zo,2'(0) = z1,...,2"V(0) = z,_1. (3.22)

Se cere determinarea functiei necunoscute z = z(t) , t>0, de clasa C"[0, 00] ,
care sa fie solutie a ecuatiei diferentiale gi sa satisfaca conditiile initiale.
Problema astfel formulata reprezinta o problema Cauchy pentru ecuatia
diferentiald de mai sus.
In ipoteza ci ci f(t) este definiti pe [0, 00) si are imagine, aplicand trans-
formarea Laplace se obtine :

L™ 4 a1z 4+ anal(p) = LLF(0)]()

L[z™](p) + ar L[z D)(p) + -+ + an Lzl (p) = L[f(1)](p).

Aplicand propozitia 5 se obtine:
Llz™](p) = p"L[z)(p) — p" ' a(0) — p" 2! (0) — ... — 2" D(0)

Notand
Llz](p) = X si L[f(1)](p) = F(p)
se obtine: X (p” +a1p" L+ +a,)—
71130(])”71 + alpn72 4+t Cln—l) + .4 CCn—Q(p+ al) — Tpq = F(p)

Cu notatiile:
P(p)=p" +ap" '+ +ay

Qp) ="t +arp" P+ Fan-1) + o F 2
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relatia de mai sus devine:

ZP(p) — Qp) = F(p)

de unde 1
7= 50 [F(p) + Q(p)]
Solutia ecuatiei este
o) = £ o), o) = &7 PO )

Aplicatia 3.3.1. Sa se rezolve ecuatia :

2" (t) — 52’ (t) + 6x(t) = €

cu conditiile initiale z(0) = —1, 2/(0) = 1.
Aplicam transformata Laplace ambilor membri si se obtine

Lla"(t) — 5a’(t) + 62(1)](p) = £[€"](p)-
Aplicadm teorema 2.1.1 privind liniaritatea
L[2"(6)](p) — 5L[2" (1))(p) + 6L[z()](p) = L[e](p).

Calculam transformatele

L2 ())(p) = p*Llx(t)](p) — pr(0) — 2/(0) = p*Lz(1)](p) +p — 1.

L[2'®)](p) = pLla(t)](p) — 2(0) = pLlx(®)](p) + 1.
1
p—1

Inlocuim transformatele in ecuatie si se obtine:

Llef)(p) =

Llz(®)](p)(p* —5p +5] =p — 6+ z%

sau 2Tt
L) = e -2 —3)

Prin descompunere in fractii simple, gasim:

1 5 7

L) = 557~ 525 * 5=
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Aplicand proprietatea de liniaritate pentru calculul inversei transformatei La-
place, se obtine solutia ecuatiei:

1 7
z(t) = iet —5e*t 4 §e3t.

Aplicatia 3.3.2. Sa se rezolve sistemul :

{ Z'(t) — z(t) + 2y(¢) 0
2" (t) + 2y (¢) = 2t—cos2t

cu conditiile initiale z:(0) = 0, 2'(0) = 2 , y(0) = —1.
Se aplica transformarea Laplace ambilor membri ai fiecarei ecuatii:

L[z'(6)](p) = Llz@®)](p) +2L[y(D)](p) = 0

L(z"()](p) + 2£[y' (V)] (p) L2t — cos 2t|(p)

prin inlocuire, se obtine:

L)) — 2(0) — L@ () + 2£w®)p) = 0
PLLO)) — p2(0) —a'0) + L)) ~20(0) = — - =L

care se mai poate scrie

(p+ DLEM)P) + 26 l(B](p) = 0

PLRO)0) + 2L 0)0) = = - =
De aici gasim :
2 1
Llz(t)](p) = —F‘i‘m
LBl = =+ 2

PP 202 +4) AP+ 4)

Solutiile sistemului sunt :
{ x(t) = —t2 + Lsin 2t

y(t) = t+ %tQ — %coth — isith.
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3.3.2 Rezolvarea ecuatiilor integrale de tip Volterra

Definitia 3.3.1. O ecuatie in necunoscuta y(t) de forma :

t
z(t) +/ k(t —uw)z(u) du = f(t) (3.24)
0
unde k(t) st f(t) sunt functii date, se numegte ecuatie integrald de tip Volterra.
Notand :

Llz(®)](p) = X(p), LIE®](p) = K(p), L[f()](p) = F(p)

si aplicand ecuatiei Propozitia 9, se obtine :

X(p) + K(p)Y(p) = F(p)

de unde rezulta ca
F(p)

X(p):TK(p)

ceea ce Inseamna ca

#(t) = £7 (X ().
Aplicatia 3.3.3. Sa se rezolve ecuatia integrala de tip Volterra :
z(t) + /Ot ez (u) du = cos2t.
AplicaAm transformata Laplace ambilor membri :
Ll +¢ [ [ ot du] () = loos21p).
Daca notam L[z(t)](p) = X(p) , se obtine
e[ [ ety au] ) = £l - LX)

si ecuatia devine

p
p?+4

X@+i%ﬂm:

de unde gasim

p—1 P 1
X(p) = = — .
) pP+4  p?4+4 p?+4
Aplicand proprietatea de liniaritate pentru calculul inversei transformatei La-
place, se obtine solutia ecuatiei:

2(t) = L X (p)](t) = cos 2t — %sin o,
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3.3.3 Studiul circuitului R.L.C.

Consideram un circuit electric care are legate in serie un rezistor ( avand ca
parametru rezistenta R ), o bobina ( cu inductanta L ) gi un condensator ( cu
capacitatea C ).

Not&m cu ¢(t) sarcina variabila pozitiva de pe placa condensatorului si cu
E(t) tensiunea cu care se alimenteaza circuitul. Datoritd alimentarii in circuit
apare un curent de intensitate variabila i(¢) si conform legilor lui Kirchhoff,
circuitului R.L.C. 1i corespunde ecuatia:

di(t) at)
Eit)=1L t

() =257 + Rif) + 2.
- oo dg(?) : : .
Tinind seama de faptul ca i(t) = i ecuatia de mai sus devine:

dz’(t)
E(t)=1L
)= o / ) dr, >0

care este o ecuafie integrald In necunoscuta i(t). Aceastd ecuatie poate fi
transformata intr-o ecuatie diferentiala de ordinul doi in raport cu sarcina
q(t) , astfel:
d*q(t) | ,da(t)  q(t)
R— —= =F(t
az o T EY

dq .
dt |t 0= Z(O) 10-
dgq

N d%q
Presupunand ca E(t), q(t), T

sus se poate rezolva aplicand transformarea Laplace:

e 1982 4 0 4 1] ) = cip0lo)

L

cu conditiile initiale: ¢(0) = qo ,

sunt functii original, ecuatia de mai

Notam: L[q(t)](p) =7 , L[E(t)](p) = E si se obtine:

1. — .
G(Lp* + Rp+ =) = E + pLqo + Lio + @R

ol

sau

Lp*> +Rp+ & '
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3.4 Probleme

Problema 3.4.1. Si se calculeze urmétoarele transformate Laplace:

el 3]l

2° Llsintcost] | R:
[sintcost] [ p2+4 ]
e -1 6
3° L sin3t| [ R: arctg ——— .
[ t ] [ ¢ Zipro ]
3 0<t<2
4° Dacd f(t) =4 —1 2<t<4 calculati £[f(t)]
0 4<t
3—de P 4
[Ri ——— |

p

[e'¢) . 1 2
505[/ CObtdt] [Riln—2 |
o t 2p

Problema 3.4.2. Sa se determine functiile original ale urmatoarelor imagini:
1

10 F(p)zm (R f(t) =L —et4Lle 2|
2 Fp) = (Jr)pm [ R: f(t) = i(cost —cos2t) . |
3° Flp) = +81p(R:f(t):_8+§—zf+3_,cosf |

Problema 3.4.3. Si se rezolve ecuatiile diferentiale:

1° 2"(t) — 32/(t) + 2z(t) = 8te™! cu conditiile initiale x(0) = 2/(0) =
0,27(0) =1, [ R: a(t) = e 2 + 2te P 4 (t — 1)et . |

2° g"(t)—2a" (t)—a'(t)+2x(t) = 5sin 2t cunoscand conditiile initiale z(0) =
5 o

1 1 1
ljx(O)—l,x (0)=—-1. [ R: x(t):ge*wl?e + 5 0082t + 4 sin 2t

Problema 3.4.4. Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale:

10 { 20'(t) —y(t) —y'(t) = 4(1—e™)
22/ (t) + y(t) 2(1 +e2t)
y(0) = 0.

[Riz(t)=3—2et—e™2 yt)=2—de bt + 272 |

cu conditiile initiale (0) =0 ,
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0

'(t) +x(t)+2(t) = 0 cu conditiile initiale z(0)

{ (t) +y(t) + 2(2)
y

"O+z@®)+ylt) = 0
z(0) = —1.
[Rea(t) = e, y(t) =0, 2(t) = —' . |
Problema 3.4.5. Si se rezolve ecuatiile integrale:

1 — cos3t

1° z(t) — 2/0 z(u) du = 9

1 2si
[ R: z(t) = 13 <e2t—|—cos3t— Sl;3t> .

¢
2° x(t) — / ch2(t — u)a(u) du = 4 — 4t — 8t2.
0

[R:2(t) =4—2t2 . |

¢
3° x(t) =tcos3t +/ sin 3(t — w)z(u) du.
0

5sin V6t

[ R: z(t) = 2sin 3t — 7

-

Problema 3.4.6. Sa se rezolve ecuatia integro-diferentiala :

t
x(t) + 2/ (t) — 2/ x(u)sin(t — u) du = cost +sht

[ R: a(t) = cht . |
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Capitolul 4

Transformarea 2

4.1 Proprietatile transformarii 2

Transformata Laplace a unei functii original f: R — C este definita de
integrala improprie

LIf(H) = F(p) = /0  Ferar.

Prin analogie, pentru o functie f: Z* — C (sau un sir (f(t)ien) Z. Tzypkin a
introdus transformata Laplace discreta sau transformata Dirichlet prin seria

DIf()] = F(p) =D ft)e™.
t=0

Se obtine o formuld mai simpla cu ajutorul schimbarii de variabila z = eP;
dacd notdm cu F*(z) suma noii serii, rezultd o alta transformata, introdusa
de W.Hurewicz in 1947:

o0
F*(z) =) f(t)="",
t=0
care se va numi transformata Z a functiei discrete f. Aceasta justificd urméatoa-

rele definitii:

Definitia 4.1.1. O functie f: Z — C se numeste functie original dacd are
proprietatile:

i) f(&) =0 pentru t < 0;
i) 3IM >0, R>0 astfel incat |f(t)] < MR', t=0,1,....

Cel mai mic numar R cu aceastd proprietate se noteazd Ry si se numeste
raza de convergenta a transformatei functiei f.

127
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Functia f se mai numeste si semnalul in domeniul timp.

Definitia 4.1.2. Functia F*, definita de egalitatea
Z[f (1) Z f(t)s~ (4.1)

se numegte transformata Z a functiei original f. Functia F* se mai numeste gi
imaginea functiei f sau semnalul in domeniul frecventd. Operatorul Z definit

de formula (4.1), f A P ose numeste transformarea Z.

O alternativa (indicatd de G. Doetsch in 1961) ar fi denumirea de transfor-
mare Laurent deoarece seria (4.1) este o serie Laurent in vecinitatea punctului
de la infinit (care este punct singular aparent al functiei F*) cu coeficientii
ce = f(t), t=0,1,2,.... Rezultd c& teoria seriilor Laurent poate fi aplicata
pentru a obtine proprietati si tehnici ale transformarii Z.

Propozitia 4.1.1. Seria (4.1) este absolut convergentd pentru |z| > R (in
exteriorul discului de razd R centrat in origine), unde R = Ry. In orice
regiune inchisd |z| = R > R seria (4.1) este uniform convergentd.

o

1
Demonstratie. Se utilizeaza seria geometrica Z 2" = T pentru |z| < 1.
-z
=0
R
Pentru |z| > R avem — < 1, deci
[El
S 2|
—t t,—t)
tz;\ft)ﬂz | ZMR|Z | = MZ( ) |Z‘_R<oo

¢
Pentru |z| > R’ > R (fig. 4.1), se obtine |f(t)z7'| < M <R> .

Fig. 4.1
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00 t

. . R L

Deoarece seria geometrica E (R’) , cu i < 1, este convergenta si seria
t=0

[e’¢) t
cu termeni pozitivi E M <R’> este convergenta deci conform criteriului de
t=0

comparatie al lui Weierstrass seria (4.1) este uniform convergenta. [
O consecintd a acestei propozitii este faptul c& functia F*(z) este analitici
pe domeniul |z| > R. Singularitatiile functiei F*(z) se afld in discul |z| < R
(si (cu exceptia transformatelor functiilor de forma ai(t), unde a € C si i(t)
este functia impuls din aplicatia 4.1.1) exista cel putin un punct singular, in
caz contrar F*(z) ar fi o constanta.
Aplicatii:
4.1.1. Consideram functia

o J 0 dacd t#0 _
i(t) = { 1 dack =0 (Fig.4.2).

i

e i e e R SR &
I B ¢

) u]
Fig. 4.2

Aceasta functie joaca rolul distributiei Dirac § in cazul sistemelor gi sem-
nalelor discrete; de aceea este numita § functia discretd sau functia impuls
discreta. Evident

21i(0)] = i(0) + i(1) ] + -+ ilt) =1

4.1.2. Consideram functia treaptd unitate discretd

0 daca t<O .

u(t) = { 1 daci ¢>0 (Fig.4.3).
fiil

1 # L] L]
—_—————
3 o2 a % 1 13 ‘

Fig. 4.3.
Deoarece |u(t)] = 1, ¥t > 0 rezultd ca raza de convergentd este R, =

1. Aplicand propozitia 4.1.1 si seria geometricd, pentru |z| > 1 va rezulta
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transformata Z

U*(2) = 2[u(t)] = iu(t tf:( ) 1.

t=0

4.1.3. Functia putere p(t) = u(t)a’ = at dack £ 0 verificd egal-

itatea |p(t)] = |al’, deci raza de convergenta este R = |a|. Atunci, pentru

_{0 daca t<0

o |a . s . . C
|z| > |a| rezultd |—| < 1 ¢i putem utiliza din nou seria geometrica
z

P*(z) =Z[pt)] = iatzt = i (%)t = i -

In particular, pentru a = e}, A € C, rezultd R = |a| = |e}| = eR°* deci,

pentru |z| > eR* se obtine transformata functiei exponentiale Z[eM] = 5
z—e
Teoremele care urmeaza permit extinderea listei de transformate pentru

cele mai importante functii original.

Teorema 4.1.1 (liniaritate). Dacd f si g sunt functii original cu raze Ry
respectiv Ry, atunci, pentru |z| > max(Ry, Ry),

Z[af () + Bg(t)] = aZ[f(1)] + BZ[g(t)], Va,B € C. (42)
Demonstratie. Daca |f(t)| < MlRf silg(t)| < MaR}, fie R = max(Ry, R,),

obtinem:

e f (1) + Bg(O)] < lol|f(B)] + 8llg(t)] < (Jal My +|81Ma) R,

deci combinatia liniard a.f (t)+B8g(t) indeplineste conditia ii) din definitia 4.1.1
si este o functie original. Pentru |z| > R, cele trei serii din formula (4.2) sunt
absolut convergente gi avem

Z[af () + Bg)]) =Y [af(t) + (D))= =a D ft)z + B g(t)z™"
t=0 t=0 =0
= aZ[f(t)] + BZ[g(t)].
deci operatorul Z este liniar. [ |

Aplicatia 4.1.4. Consideram functia f(t) = cos(wt), w > 0, deci, conform
o 0 daca t<0
definitiei 4.1.1, f(t) = u(t) cos(wt) = { cos(wt) daci teZt
Utilizand teorema de liniaritate, expresia cosinusului din formulele lui Eu-
ler si transformata exponentialei din aplicatia 4.1.3, obtinem, pentru |z| > 1:
iwt —lwt 1 . .
Z[cos(wt)] = 2 626} =3 (Z[el“’t] 4 Z[e—lwt}) _
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1 z z 1 z[2z — (ei‘*’ + e’i‘*’)]

z— eiw z— efiw o 2 22 _ (eiw + efiw)z + eiwefiw
2(z — cosw)

22 —2zcosw+1°

In mod analog se obtin:

. zsinw
Zlsin(wt)] = 55— T
2(z — chw)
hot] = 5 o1
Z[ch wt] 22— 22chw + 1’
h
Z[shwt] = ok

22— 2zchw + 1
z(zsin ¢ + sin(w — ¢))
22 —2zcosw+1

Z[sin(wt + ¢)] = cos pZ[sin wt] + sin pZ[cos wt] =

Teorema 4.1.2 (aseminare). Dacd R este raza corespunzdatoare functiei
original f st a € C\ {0}, atunci, pentru |z| > |a|R, rezultd

2[atf(t)] = F* (f) . (4.3)

a

Demonstratie. |a'f(t)| < |a/'MR" = M(Ja|R)", deci raza de convergenta
corespunzitoare functiei original a!f(¢) este |a|R. Pentru |z| > |a|R, obtinem

2l 0)] = Sl () = i_oj 10 (2) " =F(2).

t=0

Aplicatia 4.1.5. Conform teoremei 4.1.2 si aplicatiei 4.1.4, rezulta

z [z
. a\g ~ s z(z — acosw)
Zla’ coswt] = — == 5
z 22 ‘1 z% —2azcosw + a
— —2—cosw
a? a

In particular, pentru a = e,

2[eM coswt] = 2(z — e cosw)

22 — 2zer cosw + €2’

Teorema 4.1.3 (prima teorema de intarziere). Pentru Vn € N*

ZUf(t —n)] = 2 "F*(2). (4.4)
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Demonstratie. Conform definitiei, Z[f th n)z~'. Restaurim

semnalul f(¢) prin schimbarea de indice de insumare t n =k (deci, t = k+n,
iar limita de jos ¢ = 0 se transform& in k = —n). Deoarece f(k) = 0 pentru
k < 0, vom avea

el = 3 gz o ( > st +if(kz>zk> )
k=0

k=—n k=-n
=z" Zf(k)z_k =z "F*(2).
k=0

]
Aplicatii.

n n Z 1 "

4.1.6. Zju(t —n)] = 27" Zu(t)] = = 1 1) Vn € N
(Fig. 4.4).

P
L] L]

-_——— = == = — = e EE—
o 2 g U | el w omtl ¥

Fig. 4.4
z 1
z—e 2(z—e)

4.1.7. Zu(t — 4)e' = z71Z[e!] = 271
4.1.8. Conform aplicatiei 4.1.3, Z[(—1)] = —Z . Atunci gisim

) z+1
Zu(t —1)(=1)1 = Pt

Teorema 4.1.4 (deplasare sau a doua teorema de intarziere). Pentru
2| > Ry

n—1
Z[f(t+n)] = 2" (F*(z) -y f(t)z_t> , neN (4.5)
t=0
Demonstratie. Ca in demonstratia teoremei 4.1.3, se face schimbarea de

indice de insumare; avem ¢t +n = k (deci t = 0 implicd k = n), apoi se adauga
si se scade suma care lipseste din seria F*(2):

fE+n)] = th—l—n ka)z (k=n) —
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— " (Z Oy f(k)z"f) =" (F*(Z) ¥ (W_t)
k=0 k=0 =0

(in ultima suma am schimbat k cu ?) . ]
In particular, pentru n = 1 se obtine Z[f(t + 1)] = z(F*(z) — f(0)).

Observatia 4.1.1. Prin f(t +n) s-a notat functia ft) = ut +n)f(t+ n)7

deci f = f(t+n) pentru t = 0,1,2,... si f(t) = 0 pentru t = —1,-2,..
Evident u(t + n) f(t + n) are tot raza de convergenta Ry.
Aplicatii:
4
4.1.9. Z2[e"3] =23 (F*(2) — ¥ —ez7! —€%272) = L B e e

4.1.10. Functii periodice la dreapta. Consideram functia f cu propri-
etatea f(t +T) = f(t), ¥t € N (deci T' € N* este perioada). Notam cu F7i(2)

transformata primei perioade, deci Fji(z Z f(t)z~t. Folosind periodici-

tatea functiei f si teorema 4.1.4, obtinem:
o o0
(o) = S FW = S f+ 1) = T (F(2) — Fi(2)),
t=0 t=0

deci
2TFr(2)

e =1

adica F*(z

Se observa ca polii transformatel F*(z) a unei func‘gn perlodlce se afla
printre radacinile z; = exp( 253y, j=0,1,...T—1 ale polinomului 2 — 1, deci

0 t=3k
pe cercul unitate. De exemplu, functia f(¢t) =< 1 t=3k+1 (Fig.4.5)
2 t=3k+2
. . 22+ 22
are perioada 7' = 3 si transformata F*(2) = — T
23 _
¢
2T L] -
1 -i- L ] -
3 -2 S T | 3k 3EED 3EEZ 33

Fig. 4.5

aozT + alszl +---+ar—1z
. . . . . ZT - 1 . '
ea este transformata functiei f periodice de perioada T, care are valorile

Invers, daca o functie F*(z) are forma F*(z) =
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f(ET +4) = a;, i =0,T — 1, k € N. Pentru functiile discrete rolul derivatei
este preluat de functia diferenta.

Definitia 4.1.3. Se numeste diferenta functiei f functia Af definita prin
Af(t) =0 pentrut <0 i Af(t) = f(t+1)—f(t) pentrut =0,1,.... Diferenta
de ordinul n, notatd A™f, se defineste prin recurentd: A"f(t) = A(A"Lf(2)).

Se poate ardta usor ca A" f(t) = Z(—l)"‘kCﬁf(t + k).

k=0

Teorema 4.1.5 (diferentd). Pentru |z| > Ry, are loc egalitatea

ZIAf(B)] = (z = DF7(2) — 2/(0). (4.6)

Demonstratie. Folosind liniaritatea si deplasarea (formula (4.5) cu n = 1),
rezultd ca Af(t) are raza de convergentd R corespunzitoare functiei original
f si obtinem

ZIAfO)] = 2[f(t+1) = FO)) = Z[f(t+ )] = 2[f(1)] =
=z (F*(2) = f(0)) = F"(2) = (= = 1)F"(2) = 2(0).
Prin inductie se poate demonstra generalizarea acestei teoreme:

n—1
ZIA™f(1)] = (2 — 1)"F*(2) =2 Y (= = )" 1Ak f(0), (4.7)
k=0

unde AYf(t) = f(t). ]
Teorema 4.1.6 (derivarea imaginii).

Z[-tf(t)] = = (F"(2)) . (4.8)

Demonstratie. Deoarece F*(z) este analitica pentru |z| > Ry si seria Lau-
rent este uniform convergenta pentru |z| > R’ > Ry, derivand termen cu
termen se obtine:

H(F* () =2 (Z f(t)zt> —z <Z f(t)(t)z“>
t=0 t=1

(—tf(t)z™" = Z[-tf(1)].

M

if
(=)
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Aplicatia 4.1.11.

= ) == (z - 1>I ey
Z,[t?]:_z[_t.ﬂ:_z< z )2>/:?(z+1).

(z—1 (= _21)3’
- (S

Functia inversa diferentei i care joaca rolul integralei pentru functiile discrete
este functia suma.

Definitia 4.1.4. Se numeste suma functiei f si se noteazd Sf(t) functia

0 pentru t <0
t—1
Sf(t) = Z f(k) pentru t=1,2,.... (4.9)
k=0
t—1
Evident ASf(t) = Sf(t+ 1) Z Fk) =" f(k) = f(t) s
k=0
t—1
Z Af(k (f(k+1) = f(k) = f(t) = f(0),
k=0
deci 8 (Af(t)) = (t) daca f(0) =
Teorema 4.1.7 (sumi). Pentru \z| > max(Ry, 1),
2870 = 2. (4.10)

Demonstratie. Notam g(¢) = 8f(t). Am vazut ca Ag(t) = f(¢), in plus
= Z f(k) = 0. Conform teoremei 4.1.5, aplicate functiei g(t), F*(z) =

ke
. F*(z
Z[f(t)] = Z[Ag(t)] = (2—1)G*(2) —2g9(0) = (2 —1)G*(2), deci G*(z) = . _( 1),
egalitate echivalenta cu cea din enuntul teoremei. [ ]

Aplicatia 4.1.12. Suma functiei f care are valorile: f(0) = 2, f(1) = 3,
f(2)=-5, f(3) =0, f(4) = -1, f(¢t) = 0 pentru t > 5 are transformata

243271 =522 — 27t 2204323 5221

G'(z) = z—1 N 24(2—1)

Aplicatia 4.1.13. Functia f definita ca suma patratelor primelor ¢ numere
naturale are transformata

I z2(z+1)  z(z+1)

F*(z) = 2[8t"] = P G YR G e

— 2l =
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Teorema 4.1.8 (integrarea imaginii). Dacd f(0) =

2 {fgf)} = /:O %(u)du. (4.11)

Demonstratie. = Conform propozitiei 4.1.1, seria Laurent care defineste
functia analiticda F™(z) este uniform convergentd pe orice multime inchisa
|2] = R’ cu R’ > R, deci se poate integra termen cu termen. Rezultd (folosind

si f(0) =0)

/Zb %(U)du _ /Zbi (i f(t)ut> du — if(t) /Zb .

t=0 t=0
=3 50 (=) wi= L H et

La limit&, b6~* — 0 pentru b — oo, Vt > 1, deci
% F*(u) — f(t) f(t)
——du = — =Z|—].
/Z w Y ; t - t

Aplicatia 4.1.14. Utilizand aplicatia 4.1.8 si teorema 4.1.8, pentru functia

0 daca t<0
f) =4 (-1t
t

daca t=1,2...,
se obtine transformata
-1 t—1 ee} oS 1
2 [V :/ A (o = (2 )=m(1+-
t . u(u+1) ut+1/|, z+1 z
Pentru functiile original, produsul de convolutie s-a definit prin

/f gt —x)d

Aceasta justifica definirea produsului de convolutie pentru functiile (sem-
nalele) discrete cu suma in loc de integrala.

N—

Definitia 4.1.5. Produsul de convolutie al functiilor original f si g este
functia f * g definita de

0 pentru t <0
(f*9)(t) = Zf g(t—k) pentru t=0,1,2,... (4.12)
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Se verifica ugor ca produsul de convolutie are urméatoarele proprietati: f *
g = g f (comutativitate), (f*g)xh = fx(g+h) (asociativitate), (f1+ f2)*xg =
f1 % g+ faxg (distributivitate fatd de adunare), f *i = f (functia impuls ¢
din aplicatia 4.1.1 este elementul neutru pentru produsul de convolutie).

Teorema 4.1.9 (produsul de convolutie). Pentru |z| > max(Ry, Ry),
Z[(f*9)(1)) = F*(2)G"(2). (4.13)
Demonstratie. Fie r = max(R¢, R ) Atunci, conform deﬁm‘glel 4.1.1 se
obtine (pentru Ry # Ry): |(f * g) t)|<Z|f(t llg(t — k |<ZMka MR+
Rt+17Rt+1 M M,r t

= MfMg R;—R, < R, " t=0,1,2,..., deci R4 exista i R,y <7
Pentru |z| > Rf*g se obtine:

F*(Z)G*(Z)—<Zf(k)z‘t>< g(@z—)f— Z(Zf ) -
k=0 {=0

oo

(f*9)(t)z"" = Z[(f * 9)(t)].

-
Il

]
Teorema 4.1.10 (produsul originalelor). Dacd r verifici Ry < r < L%ﬂ
atunci !
1 sy (2 46
= F (OG- ) —=. 4.14
) =5 [ P06 () (1.14)
Demonstratie.
1 e (2 AC 1 > <z)k ¢
— F*(OG" | = )| ==— k) (= —
o (3)F=am /. (Zf )(ggu : ) .
v e 1 k—t—1
=2 kzof(t)g(t)z 5 m:TC dg.

(am integrat termen cu termen produsul celor doua serii uniform convergente).
Cum

ch=t=1q¢ = pentru k—t—1%# —1 (adicd pentru k # t)
Cl=r 27?1 pentru k—t—1=—1 (adicd pentru k = t),
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oo

27i se simplifica iar seria dubla din ultimul termen se reduce la Z ftgt)z™t =

20£(1)a(1)]. =

£ ()
¢

ZRez( g)G*( )2 aj) (4.15).

Corolarul 4.1.1. Daca functia

are polii ay,. .., ay, atunci

z z
Demonstratie. Deoarece functia G* (C) este analitica pentru C‘ > Ry
z z
sir < L%—' rezulta ca G* (C este analiticd pe discul |¢| < r, deci functia
g

¢
rema reziduurilor. [ ]

F*(¢)G* (Z) 1 are polii a1, ..., a, si (4.15) se obtine din (4.14) aplicand teo-

Aplicatia 4.1.15 Tinénd seama de aplicatiile 4.1.3 si 4.1.11, pentru

1<r< e|§e|)" obtinem
2
1 ¢ ¢ d¢ 1 z
2[teM] = — . = — —d
SR ) M (z@)c 2ri %q C— 176N
¢
—Rez 1) =21 Ly
- ez((cn?(zw)’ )_2531 (ZCe*)
=z lim ¢ ze)

1 (z—CeM?2  (z—eN?
Acelasi rezultat se obtine cu teorema 4.1.2 (aseméanare):

z

Mt Y’ e ze)
2[eMt] = 2[(eM)'t] =

(Z-1) ="

e\

Se poate utiliza gi teorema 4.1.6 (derivarea imaginii):

/ A A
DTl D T W el ot S A
[te™] Z(z—eA : (z—eM?2 (2 —er)?
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Teorema 4.1.11 (valoare initiala).

£(0) = lim F*(z). (4.16)

Demonstratie. Functia F*(z) = f(0) + f(l)% + f(2)é doot f(t)é I

G(Z), unde G(z) = f(1)+f(2)%—|—- -

G(z) este analitica pe |z| > R deoarece F*(z) are aceastd proprietate, deci

poate fi scrisa sub forma F*(z) = f(0)+

z
lim G(z) existd si este finitd si lim = 0. Atunci,
z—00 z—00 2

lim F*(z) = f(0) + lim G)

Z—00 Z2—00 z

f(0).
n

Observatia 4.1.2. In acelagi mod pot fi demonstrate urmitoarele formule,
care Impreund cu (4.16) pot fi utilizate pentru determinarea functiei original
f(t) cand se cunoasgte transformata ei F*(z):

F(1) = lim = (F*(2) - £(0),
£(2) = lim 22 (F*(2) ~ £(0) ~ f(1)=7").

(4.17)
-1
1 t * —k _
f(t) = lim = <F (2) =Y fk)z ) t=1,2,....
k=0
Teorema 4.1.12 (valoare finald). Dacd tlim f(t) exista, atunci
—00
lim f(t) = lim (z —1)F*(2). (4.18)
t—o0 21t
Imz=0

Demonstratie. Se aplica teorema a doua a lui Abel: daca seria de puteri
[e.e]

E f(t) are raza de convergentd R si ¢ este un punct de convergentd al seriei
t=0
cu |¢| = R, atunci seria este uniform convergentd pe orice multime compacta

K c {z € C||2| < R} U{c} care are proprietatea ca functia z — lo—z|

[c[—[z]
marginitd pe K \ {c}, in particular pe segmentul K = [0, ¢]. Se considera seria
o0 (o]

£(0) + ZAf(t) = f(0) + Z(f(t + 1) — f(¢)). Suma ei este egald cu limita
t=0 =0

sirului (St)¢en al sumelor partiale

T [F(0)+(F(1) = FO)+(F )~ (D) (f (1)~ f(t = 1)) = Jim (1)

este
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Din teorema 5 (a diferentei) Z[Af(t)] = (z — 1) F*(2) — z2f(0); rezulta

(2= DF*(2) = 2f(0) + 2[f(1)] = 2f(0) + D _(F(t+1) = f(t)="".

t=0

Conform teoremei lui Abel, deoarece seria din membrul drept este conver-

gent# in 27! = 1, ea este uniform convergentd pe K = [0,1] si suma ei este

continu pe [0,1]. Inlocuind 2z~ ! cu z, intervalul [0,1] se transformi in [1, 0]

siz7! — 17, Imz = 0 implicd z — 17. La limita se obtine lirn+ (z=1)F*(z) =
1

IZII_1>z:0
lim (2£(0) + 2[Af(0)]) = lim (Zf(o) +Y (fE+1) - f(t))zt> =f(0)+

I:;r;z:o IZI’H;ZO =0
D (ft+1) — f(1) = lim f(2).
=0 .
Aplicatia 4.1.16. Pentru transformata F*(z) = sz,

lim ((z — 1)F*(2)) = lim z = 1;

Mt e

intr-adevar, F*(z) este transformata functiei unitate u(t) (vezi aplicatia 4.1.2),
pentru care tlim u(t) = 1.
—00

Aplicatia 4.1.17. Fie functia suma g(¢) = Sf(¢) din aplicatia 4.1.12. Evident,
g(t) = —1 pentru t > 4, deci tlim g(t) = —1. Pe de alta parte,
—00

22432 - 522 -1

lim(z —1)G*(z) = lim (2 — 1 —1.
z—)l( )G"(2) z—>1( ) 24z —1)
|z[>1 [z]>1
o
Deoarece seria F*(z) = Zf(t)z_t este uniform convergentd pentru |z| >
=0

R’ > R, teoremele de derivare si de integrare a seriilor uniform convergente
pot fi aplicate gi se obtin urméatoarele doua teoreme.

Teorema 4.1.13 (derivarea imaginii in raport cu un parametru). Fie
functia f : Zx|a,b] — C derivabild pe [a,b] C R cu derivata %f(t, x) continud

o
pe [a,b] Vt € ZT. Dacd seria Zf(t,m)zfteste convergentd cel pufin intr-un

t=0
00

d
punct x € [a,b], iar seria derivatelor Z %f(t, x)z" teste uniform convergentd
t=0
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oo

pe [a,b], atunci seria Zf(t,x)z_teste uniform convergentd pe [a,b], suma ei
t=0

F*(z,z) este derivabild in raport cu x pe [a,b] si

8‘1F (z,2) = Z [Cgif(t,x)} = ;dif(t,az)z_t. (4.19)

Aplicatia 4.1.18. Si se determine Z[(t + 1)]a!, z € [0,b], b < co.
Functia f(t,x) = '™, t € Z*, = € [0,b] indeplineste conditiile teoremei
4.1.13 deoarece |ztt1| < b- b YVt € ZT. In plus Z[zH] = 22[z] = T

d
conform aplicatiei 4.1.3. Rezultd Z[(t+ 1)z!] = 2 {x“‘l] _ 9 ( i ) =
dz Or \z—2x

22

(z—a)*
Teorema 4.1.14 (integrarea imaginii in raport cu un parametru).

Dacd functia f : Z x [a,b] — C este integrabild (Riemann sau Lebesgue)
o0

pe [a,b] C R, Vt € ZTiar seria Zf(t,x)zft este uniform convergentd pe
t=0

> T

[a,b], atunci F*(z,x) este integrabild pe [a,b], seria Z (/ f(t,f)dﬁ) zt
t=0 @

este uniform convergentd pe [a,b] si

/: F'(2,§) =2 {/:f(tﬁ)dg} = g </:f(t, §)d§> 27!, Yz € (a,b).

(4.20)

Aplicatia 4.1.19. Sa se determine Z

St
}, x € [0,b], b < oo.
t+1

oo o]

Se considera functia f(t,z) = zt. Seriaz flt,x)z7t = thzft este uniform
t=0 t=0

convergenta in raport cu x pe [a,b] pentru |z| > b, conform criteriului lui
t

Weierstrass, deoarece |zf2=!| < <) si Z[z!] = . pentru |z| > |z|
z—x

2|

t4+1
(vezi Aplicatia 4.1.3). Rezulta Z [f+ J -2 on ftdf] — f()xz [‘ft] d¢ =

Iy z—§d§: —zIn(z = &) |§= zlnzi

(o)
Teorema 4.1.15 (suma valorilor functiei original). Dacd seria 5 @

t=0
este convergenta, atunct
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lim F*(z t). 4.21
i Zf( (121)
Imz=0

Demonstrai;ie Din ipoteza z = 1 este punct de convergenta pentru seria

Z[f ()] Z f(t)z7". Se aplica teorema a doua a lui Abel (vezi teorema

4.1.12). Rezulta cd F*(z) este continud pe [1,00] i la limita se obtine (4.21).
|

-1 t—1
Aplicatia 4.1.20. S& se calculeze suma seriei Z — (serie convergenta

t=1
(—12171} _

dar care nu este absolut convergenta). Conform aplicatiei 4.1.14, Z [

e}
—1)t! 1
E ( t) zt=1n (1 + ) Din (4.21) rezulta
z

t=1

= (=1t 1
E i: lim ln(l—i—):an.
—1 3 2—1t z

Im:z=0

0 41
x
Aplicatia 4.1.21. Sa se calcul 3 seri
plicatia & se calculeze suma seriei Z 1
Utilizam teorema 4.1.15 si aplicatia 4.1.19 si obt;lnem
[ee] t+1 o0 1
Zx Z > = lim 2ln—— =In .
= t+ 1 Z_>1+ = a1t zZ—x 11—z
- Tm:=o" Imz=0

4.2 Transformarea Z inversa

Teoremele din paragraful precedent au permis calculul unor transformate
pentru diferite functii original. Consideram acum problema inversa, deter-
minarea functiei original f(¢) pentru o functie analitica datd F*(z), care are
partea principala a seriei ei Laurent intr-o vecinatate a punctului de la infinit
constanta.

Se utilizeaza notatia f(t) = Z [F*(z)] iar operatorul Z=! se numeste
transformarea Z inversd.

Metoda I este data de
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Teorema 4.2.1. Dacd F*(z) este o functie analiticd pe domeniul |z| > R si

lim F*(z)=const., atunci functia ei original existd, este unicd i este datd de
Z—00

formula
0 pentru t <0
= 1
f) = —/ _ F*(2)2""*dz pentru t=0,1,.... (4.22)
omi JlFl=r
r>R
o0
Demonstratie. Formula coeficientilor seriei Laurent F'(z) = Z en(z —
n=-—oo
n . e . . F(z)
a)™ a unei functii F in jurul unui punct singular a este ¢, = dz

27 Jp (z — @)t 7
unde I este o curba neteda inchisa cu proprietatea: a este unicul punct singu-

lar al functiei F' din domeniul méarginit de I'. Deoarece F*(z) = Z ft)z1,
=0

rezultd ca f(t) este coeficientul seriei Laurent pentrun = —t,a = 0, f(t) = c_,
deci inlocuind F(z) cu F*(z) si I' cu cercul de raza r centrat in 0 se obtine
functia f(¢) data de formula (4.22). ]

Fie ai,...,qj,...,a, punctele singulare ale functiei F*(z); deoarece F*(z)

este analiticd pe domeniul |z| > R (Fig. 4.6), ele apartin discului |z| < R.
'

Fig. 4.6

Conform teoremei reziduurilor,

n
/ F*(2)2' ldz = 27112 Rez (F*(2)2" 1, a;) .
|2l=r

Jj=1

Din (4.22) obtinem formula

f(t) = Rez (F*(2)2""'a;), t=0,1,.... (4.23)
j=1
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Observatia 4.2.1. Daci z = 0 nu este un zero al functiei F*(z) (in foarte
putine cazuri), atunci pentru ¢t = 0 formula (4.23) se modifica astfel:

f(0) = ZRez (F*(2)27",a;) + Rez (F*(2)2~1,0)..

Este preferabil sa se calculeze f(0) cu teorema valorii initiale, formula (4.16).

£(0) = lim F*(2).

Aplicatia 4.2.1. Functia F*(2) = ——
22 _

Originalul ei este, conform formulelor (4.22) si (4.23),

1 Z 41 2t 2t
f(t) = % /%L:lr ﬁz dZ = RGZ <22_1, 1 + ReZ ﬁ, —1

2t 2t

T2z

este analiticd pe domeniul |z| > 1.

- % (1+ (~1)Y).

z=1 2z z=—1

Metoda a II-a. Se bazeaza pe

Teorema 4.2.2. Daca F*(z) este analiticd pe domeniul |z| > R, functia ei
original este data de formula

0 pentru t <0
_ ()
t! z

1 o0
Demonstratie. Daca inlocuim z cu — in seria Laurent F*(z) = E ft)zt,
z
=0

pentru t=0,1,.... (4.24)

z=0

1 o0
se obtine seria Taylor F™* (> = E ft)zt, deci f(t), t = 0,1,..., sunt
z
t=0

1
coeficientii seriei Taylor ai functiei F™* () (care este analiticd pe discul
z

1
|z| < E) Daca functia g(z) este analiticd pe un disc centrat in a, ea are

seria Taylor

9™ (a)
n!

9(2) = ch(z —a)", unde ¢, =
n=0

R 1
Inlocuind a = 0, g(z) = F* <) ,n=tsi f(t) = ct, obtinem formula (4.24).
z
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Aplicatia 4.2.2. Fie F*(z) = Ln <Zl> Atunci F* (i) =Ln < ! ) =

— 1—-=z
(1
(Ln(l‘ z), F (z)

W |

o (m () - (e ( )

t—1)!
(1 —z))t» deci originalul f este dat de f(f) = 0 pentru ¢ < 0 §i f(t) =

1(t—1)!
t(1—2)t

1
:Epentrutzl,Q,....

z=0

Metoda a ITI-a. Originalul f(t) se poate determina cu formulele (4.16)
st (4.17) (vezi observatia 4.1.2).

Metoda a IV-a Calculul prin recurenta al originalului.
Teorema 4.2.3. Daca F*(z) este o functie rationald

P(z2) apz"4an, 12" +--darz+ap
Q(z) 2" +by_12" L+ b1z + by

atunci originalul f(t) este

0 pentru t <0
an pentruy t =
t—1
() = 4 anet =D _bassif(G) pentru t=Tn (4.25)
j=0
i
- Z bnvi—tf(§)  pentru t>=n+1.
j=t—m
o0
Demonstratie. Notam f(t) = ¢ si obtinem seria Laurent F™*(z) = Z ezt
t=0

Atunci, P(z) = Q(z) thz*t, adica
=0

2"+ an_12" 4 farz4ag = (" bp12" 4 bz 4+ bp)

1 1 1
'(CO+CI+022+"‘+Ctt+"‘)-
z z z

Se obtin doua serii Laurent egale, deci coeficientii aceloragi puteri ale lui z
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sunt egali. Rezulta

Z": an = ¢,
n—1

z D ap—1 =c1+ bp1co,

2" ap_p=ci+by_1c—1+ -+ bp_co dacd 1 < t < m,
ZOZ ao:cn‘l'bnflcnfl +"'+b000;
27t 0= cppn +ba1Ct4n—1+ -+ bocy, daci t >0,

deci girul ¢; se poate calcula prin recurenta cu formulele:

CU = ana
t—1
Ct = an—t — § bn7t+jcj7 1<t< n,
J=0
t+n—1

Ct4n = Z bj_th, t> 0.

In ultima egalitate facem o schimbare de indice de insumare inlocuind t 4 n
cu t gi obtinem

— Z bn_:,_j_th, t>n

j=t—m
si (4.25) rezulta inlocuind ¢; cu f(t). |

Metoda a V-a. Daca functia F*(z) este rationala proprie, atunci ea se
descompune in fractii simple care se dezvolta in serie Laurent in jurul punc-
tului de la infinit (deci pentru |z| > R, R convenabil ales), utilizdnd seria
geometricd. Pentru alte functii F*(z) pot fi utilizate seria exponentiala, seria
binomiala etc.

2241
22(22 =324 2)
31 11 9 1 5 1

Aplicatia 4.2.3. Functia F*(z) =

2 are descompunerea in fractii simple F*(z) = iz + 32 m + Yt
1 1 1 Ia /2 & I
Pentru |z| > 2 = Pt ;1_72 = ;; <z> Z pas] 22
; —
o0
Analog, Z 27!, Se obtine dezvoltarea in serie Laurent

t=0

1 &
— t—3 _ 7t
=5+ (52
t=3
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deci functia original este f(t) =0,t < 1; f(2)=1; f(t)=5-2"3 -2t > 3.

Aplicatia 4.2.4. Sa se determine originalul functiei

P =ew (2) 4/

2417
oo zn
Se utilizeaza seria exponentiala exp z = Z - i seria binomiala
=
>
(1+z)azz< . >zt, |z < 1
n=0
1 (a—t+1
unde(?) = ala=1) t|(a kA ), t =0,1..., o € R. Rezults,

1 1 2t —t S 1
inlocuind —lzl > 18t = —5: F* 2 -
inlocuind z cu ~ |z| s« 5 (2) = Z + < >

2t 2t)!
deci prin identificare se obtine originalul f(t) = i + (fl)tQQ(t(t)') deoarece
1N -3 —%—1)--~(—%—t+1)_(_1)t1-3-5---(2t 1) (1) (2t)!
t ) ! B 21¢! B 22t($1)2°

Metoda a VI-a. Daca functia analitica F* admite factorizarea F* =
G*H* cu G* si H* functii analitice, atunci conform teoremei produsului de
convolutie 4.1.9 originalul ei este f = g * h. Se determini g(t) = Z71[G*(2)]
si h(t) = 271 [H*(2)] si apoi se calculeazi f = g * h.

2

Anplicatia 4.2.5.. S& se determine originalul functiei F*(z) = SRS

(z—a)(z—b)

Se aplica aplicatia 4.1.3, Z[a!] = L7 deci F*(z) = SRS Z[a® *b'].
zZ—a z—a z—0b

t

Rezulta f(t) = a® x b = Zakbt_k deci pentru a # b originalul este f(t) =
k=0

attl —pt+l . . t t

W§1pentrua:b,f(t):a *a:kz_zo ’; (t+1)a

az z 22

. . ¢ t —
Verificare: Z[ta'] + Z[a'] = (> —a)? T (z—a)?

4.3 Aplicatii ale transformarii Z

A. Ecuatii cu diferente. Analogul discret al ecuatiilor diferentiale este
reprezentat de ecuatiile cu diferente. Consideram ecuatia liniara cu coeficienti
constanti
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anA"y(t) + an—1 A"y () + - + aaA%y(t) + a1 Ay(t) + aoy(t) = (1), (4.26)

unde a; € R, a, # 0, iar membrul drept f(¢) si functia necunoscutd y(t) sunt
functii original. Se dau si conditii initiale:

y(0) =yo, Ay(0)=y1, ..., A" 'y(0) =yp_1. (4.27)

Conform teoremei diferentei (teorema 4.1.5),

Z[Ay(t)] = (= = 1)Y™*(2) — 2y(0) = (2 — )Y (2) — 2o,
Z[A%y(1)] = (2 = 1)?Y™*(2) = 2[(z — 1)yo + Ay(0)]

= (2 = 1)?Y*(2) — 2[(z = Dwo + v,
................................................... (4.28)

Z[AMy(t)] = (z = 1)"Y*(2) — 2 Z(z )" ATY(0)
=(z—1)"Y*(2) _ZZ Hritly

Aplicam ecuatiei (4.26) transformarea Z gi inlocuim imaginile cu cele date
de (4.28). Ecuatia cu diferente (4.26) devine ecuatia algebrica

an | (z—=1)"Y*(2) — zZ(z )"y | 4 ape [(2 = DMV (2)

_ZE nzZ

—l—al[(z —1)Y*(2) — zy0] + aoY*(2) = F*(2).

Footan [(2 = 1)2Y*(2) — 2 ((2 — Do + )]

Aceasta ecuatie se scrie sub forma
C(2)Y*(z) — G(z) = F*(2), (4.29)
unde am notat cu C(z) polinomul
Cl2)=an(z—1)"4ap 1(z—1D)" 4+ +ag(z—1)2 +ai(z — 1)+ ao

(care poate fi considerat polinomul caracteristic al ecuatiei (4.26)) si cu G(z)
polinomul G(z) =
n—2

n—1
=2 lan Y (z=1)""yitan1 Y (z=1)"" Pyt aa((z— Dyot+yn) +aryo | -
=0 =0
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Solutia ecuatiei (4.29) este

" F(2) + G(2)
B eTE
iar originalul acestei solutii y(t) = Z71[Y*(2)] este solutia problemei Cauchy
(4.26), (4.27).

A doua metoda de rezolvare a problemei Cauchy reprezentate de ecuatia
cu diferente (4.26) cu conditiile initiale (4.27) se bazeaza pe teorema a doua a
intarzierii (teorema 4.1.4). Conform definitiei diferentelor de ordinul 1,2,...,n
avem

’

Ay(t) =yt +1) —y(t),
APy(t) = y(t +2) = 2y(t + 1) + y(1),
Ady(t) = y(t +3) = 3y(t +2) + 3y(t + 1) — y(1),

Aly(t) =
y(t+n) —Cly(t+n—1)+ C2y(t +n—2) 4+ -+ (=1)*CEy(t + k)

o (CD)MTIOR T (4 1) + (- D)"CRy(1).
) (4.30)
Inlocuind aceste diferente in ecuatia (4.26), obtinem ecuatia

bpy(t+n)+bn1y(t+n—1)+- - +boy(t+2)+bry(t+1)+boy(t) = f(t), (4.31)
unde

by = an,
1
bnfl =an—-1 — Cna'm

by = aog — C§a3 4 (_1)71720;172(1"’
b1 =a] — C2la2 + 4 (_1)n—1cﬁ—1an’
bo = ag — Clay + - + (=1)"Clla,.
Conform teoremei 4.1,4,
Zly(t + 1] = ¥ (2) - y(0))
2yt +2)] = 22[Y*(2) — y(0) — y(1)z71],

2yt +n)] = 2 [Y*(2) — y(0) — y(1)z~ — - — y(n — 1)z—"+1].
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Aplicand transformarea Z ecuatiei (4.31) tindnd seama de conditiile initiale
(4.27) transformdm ecuatia (4.31) in ecuatia algebrica

bp2" [Y*(2) = y(0) —y(1)z~" — - —y(n — 1)z "]
b2 [V (2) — y(0) —y(1) 27—+ —y(n —2)27"F2]
+( ')~ b2 [Y*(2) —y(0) — y(1)z 7 + brz[Y*(2) — y(0)] + boY *(2)
= I*(z).

(4.32)
Notdm cu C*(z) polinomul caracteristic al ecuatiei (4.26),

C*(z) = bp2" + bpo12" V4 boz® 4+ b1z + by
si cu H(z) polinomul H(z) =
Yo(bn2" 4 by 12" 4 bo2? F b12) F Y1 (p2" T F by 12" - bo2)
oo F Yn2(bp2® +012) + Yp_1bp2.
Ecuatia (4.32) devine
C*(2)Y7(2) — H(2) = F*(2)

cu solutia
F*(2)+ H(z)

C*(2)
si solutia problemei Cauchy (4.31), (4.27) este

y(t) =271 [F*(ZC)*L?(Z)}

Aplicatia 4.3.1. Sa se rezolve problema Cauchy

Y*(z) =

A?y(t) = 5Ay(t) +6y(t) =0, y(0) =1, y(1)=3.
Conform formulelor (4.30), ecuatia se scrie
y(t+2) —2y(t + 1) +y(t) — 5y(t + 1) + 5y(t) + 6y(t) =0,

deci
y(t+2) —Ty(t+ 1) + 12y(t) = 0.

Aplicdm transformarea Z (si teorema 4.1.4) si obtinem ecuatia algebrica
2 (Y*(2) = y(0) —y(1)z71) = 72 (Y*(2) — y(0)) + 12Y*(2) = 0,

adica
2 (Y*(z)—1-3271) =72 (Y*(2) — 1)) + 12Y*(2) = 0,
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care se scrie

Y*(2)(2% — T2 4+ 12) = 2% — 4z sau Y*(2)(2 — 3)(2 — 4) = 2(z — 4),
z2—3

Aplicand seria geometricd, obtinem pentru |z| > 3, adica

care are solutia Y*(z) =

3‘<1:
z
Y* _ 1 _oogt—t

(2) = —— = > 8,

1— - t=0
V4

deci solutia problemei Cauchy date este

| 0 pentru t<0
y(t)_{i%t pentru t=0,1,....

B. Sisteme de comanda discrete. Un sistem de comanda > are un
numar finit de terminale de intrare, un numar finit de terminale de iegire si
un numar finit de componente primitive. El poate fi reprezentat printr-o cutie
neagrd (Fig. 4.7).

Multimea timp este T = Z, deci t € Z. Marimile u;(t), j = 1,n si
yi(t), i = 1, p, numite variabile de intrare respectiv variabile de iegire, apartin
unui corp comutativ K. De obicei, K este unul dintre corpurile R,C sau
GF(p), unde corpul Galois de caracteristicd p, cu p € N numér prim, este
corpul GF(p)={0,1,...,p-1} cu adunarea si inmultirea modulo p. Sistemul ¥
se numeste liniar daca are componentele primitive liniare; aceste componente
sunt:

1° sumatori. Un sumator are m intrari si o iegire (Fig. 4.8).

) O

R

R

|.'M|:.r_|

Fig. 4.8
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W) O i) g 0]
Fig. 4.9

iwr) G-—h)—hﬂ i
Fig. 4.10

iar variabilele respective verifica relatia y(t) = w1 (t) + ua(t) + - - - + um(t).

2° amplificatori sau scalari. Un amplificator, reprezentat in figura
4.9, are o intrare i o iegire gi functioneazd conform relatiei y(t) = a(t)u(t).
Marimea a(t) € K se numeste factor de amplificare. Sistemul ¥ se numesgte
stationar daca toti factorii de amplificare sunt constanti: a(t) = a € K, Vt € Z.

3° elemente de intarziere, reprezentate in figura 4.10, tot cu o intrare
si o iegire. Aplicatia intrare-iegire este y(t + 1) = u(t). Daca sistemul ¥ are n
elemente de intarziere, lui i se asociazd n variabile de stare x;(t), unde z;(t)
este valoarea variabilei de iegire a elementului de intarziere i la momentul ¢.
Notam cu a;5(t), bij(t), cij(t), dij(t) factorii de amplificare pe urméatoarele
conexiuni: a;j(t)-pe conexiunea dintre elementele de intarziere j respectiv i,
i,j = 1,n; b;;(t)-intre intrarea j si elementul de Intarziere 7, j = 1,m, i = 1,n;
¢;;(t)-intre elementul de Intarziere j si iesirea i, j = 1,n, i = 1,p; d;;(¢)-Intre
intrarea j si iesirea ¢, j = 1,m, ¢ = 1,p. Schema unui sistem liniar ¥ este
reprezentat in figura 4.11.

iyl o—
Rl

w1 i

La momentul ¢, semnalul de la iegirea sumatorului ce precede elementul
de intarziere i este x;(t + 1) (semnalul ce se va afla la iegirea elementului de
intarziere i la momentul ¢ + 1); el este egal cu suma semnalelor care intra in
sumator de la intrarile j si de la elementele de intarziere j; se obtin ecuatiile
de stare ale sistemului X:

m

zi(t+1) = Zaij(t)xj(t) + biy(t)uy(t), i=Tn. (4.33)

Jj=1

In mod analog, analizdnd semnalele de intrare si de iegire de la sumatorul
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iegirii 4, obtinem ecuatiile de iegire ale sistemului X:

= cij(t)z(t +Z%@% Li=1,p. (4.34)
Jj=1

Vom numi vectorii z(t) = (z1(t),...,z.(t)T, ut) = (ui(t),...,um(t))’,
y(t) = (1(t), ..., yp(t))T starea, intrarea (sau comanda) respectiv iegirea sis-
temului ¥ la momentul ¢. Notdm cu A(t), B(t), C(t), D(t) matricele n x n,
nxm, pXn,pxm, avand elementele a;;(t), b;;(t), ¢;;(t) respectiv d;;(t).
Ecuatiile (4.33) si (3.34) se pot scrie sub forma

5 { z(t+1) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (4.35)
y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(?). (4.36)

Ecuatiile (4.35) si (4.36) formeaza reprezentarea de stare a sistemului dis-
cret X. Astfel de sisteme discrete apar si prin discretizarea sistemelor con-
tinue, care au ecuatia de stare @(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t). Ele au numeroase
aplicatii In tehnica (analiza gi procesarea semnalelor, teoria codurilor etc.), in
economie, ecologie dar gi in discipline umaniste. Consideram acum sistemele
stationare, adica cele cu toti factorii de amplificare constanti, notate in lit-
eraturd LTT (Linear Time Invariant). In acest caz, matricele A, B, C si D
sunt matrice constante (cu elemente din corpul comutativ K), iar momentul
initial se considera ¢ = 0. Transformata Z a unui vector se definegte in mod
natural ca vectorul transformatelor Z ale componentelor, daca acestea sunt
functii original:

2[z(t)] = 1 (1)), ..., Zfaa ()T
Notand

X*(2) = 2[z(t)], U'(z) = Z[u(®)], Y7(2) = Z[y(?)]

si tindnd seama de teorema 4.1.1 (de liniaritate) si teorema 4.1.4 (a doua teo-
rema a intarzierii), prin aplicarea transformarii Z la ecuatiile (4.35) si (4.36),
obtinem

{ 2(X*(z) — z(0)) = AX*(z) + BU*(z2), (4.37)
Y*(2) = CX*(z) + DU*(2). (4.38)

Ecuatia (4.37) se poate scrie (21— A)X*(z) = BU*(z) + z2z(0) si inmultind
la stanga cu (21 — A)~! pentru z € C\ o(4), obtinem

X*(2) = (21 — A)7IBU*(2) + 2(2I — A)~1z(0).
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Inlocuind in (4.38) pe X*(z) se obtine aplicatia intrare-iesire a sistemului
I

Y*(2) = [C(z:1 - A) ' B+ D] U*(2) + 2C(I — A)~'2(0).
Pentru starea initiald 2(0) = 0, aceasta relatie are forma
Y*(2) = T(2)U*(z), unde T(z)=C(zI—A)"'B+ D.

Matricea T'(z) se numeste matricea de transfer a sistemului (X) si are un rol
foarte important in studiul sistemelor liniare stationare (LTT).

4.4 Probleme

Sa se determine imaginile functiilor original:

o [ 0 daca t<0O,
1 “(t)_{ 1 dacd t=0,1,....

[2)E) =Dt =Y =y = el > 1
t=0 t=0 1—--

z
2° f(t)=a', tE€Zy.
[e.°] o0

[ =Y =3 (4) = g = el > fal
t=0 -

t=0 1-
z

3° f(t)=eM, tecZ,.

[ R: din 2°, pentru a = e* = Z[eM] = : 1 |z| > efeX ]
z—e
o 0 daca t<0
40 t) = = —1).-- —t 1
1) (t) ala=1)-(a +1) daca t=0,1...,a€R.

t!

R Z[( ? )} N a(a—1)..t.!(a—t+1)z,t _ <1+i)“ (seri

binomiala). |

5° f(t) =sinwt, te€Z;.

) eiwt _ efiwt 1 2 2
[ R: Z,[smwt] =2 |:22:| = Z |:Z — e,L-w - 2 6iw:|

z sinw

- |

22 —2zcosw+1°

6° f(t)=coswt, teZi.
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R Zjeoswt] = 2 [em +e—iwt] __e—cosw)

2 22 —2zcosw + 1

7° f(t) = Ty = cos(tarccosx), t € Z4 (polinoamele Cebagev);

2(z — x)
R: 20 = 22 —2xz+1

[Se utilizeaza problema 6°, cu w = arccosz, deci cosw = cos(arccosx) =

8 f(t)=a"Ti(x),t € Z 2[f(t)] = 2(z—ax)

22—2axz+a?"

zshw

22 —2zchw+1°
2(z — chw)

22 —2zchw+1°

9° f(@t) =shwt, t€Zy; R:Z[shwt]=
10° f(t) =chwt, t€Z4; R:Zlchwit]=
11° f(t) =cos®t, teZ,.
1 2t 1
[ Z[cos?t] = Z [_._CQOS} =3 (Z[u(t)] + Z[cos 2t]), apoi se folosesc rezul-
tatele de la 1° si 6°. ]
12°  f(t) =sin®t, t€Zy.

. 1
Se tine seama de formula sin®t = = (3sint — sin 3t).
4

13° fty=1—e* teZ,,

14° ft)=e'—2e2, teZ,,
15° ft)y=t, teZy, Z[ft)] =

[Se aplicd teorema de derivare a imaginii: Z[—t f t)] ( )]’, unde

F*[2] = Z[f(1)]. Rezultd Z[t] = —Z[tu (

16° f(t) =t teZ,, R: Z[f(t)] =

(Z - 1)3

/!
[ Cain problema precedentd, rezultd Z[t?] = —Z[—tt] = —z <( : 1)2> ]
2 —

2(22 +4z+1)

17° f(t)=13, teZ,, R: Z[f(t)] = -1

[ Rezulta Z[t3] = —Z[~t - t?] = —2 <?£Z_+1;:Z> J
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)zt(g!l),teZi R:Z[f(t)]:(zfl):s'

m

Jaitez R[] = e

f(t):mt_lu(t—l), teZy, R: Z[f(t)] = (Z_za)z‘

[Din prima teorema a intarzierii 4.1.3: Z[a'™!] = 271 Z[a!], rezultd Z[a!~!] =

/
% zia > Aot = -2 (zla) B (zja)z'J
22° f(t)=te ™, teZ,, R: Z[f(t)] = ﬂ7
(z —e™@)2
23°  f(t) =12, teZ,, R: 2[f(t)] = %;
24° f(t) =tsinwt, t€Zy, R: (222(—22,;@(1);31101)2;
st (R R
26°  f(t) = (1), tely, R: 2[f(t)] = G 121)2_
[Avem succesiv: Z[(— ; Yot = - 17 2[(—1)t] =

z

_‘Z<z+1>1_ EE

27°

f(t) = (t+2)chwt, teZy.

[2[f(t)] = Z[t chwt]+2Z[chwt] = —2 ( 2(z — chw) >’+2 2(z — chw)

28°

22 —2zchw+1 22 —2zchw+1

fO) =134+ +... 413 teZ,.

[Se foloseste teorema 4.1.7 gi aplicatia 4.1.11; vezi aplicatia 4.1.13.

29°

30°

F(t) = gt —pht e Zy R 2] = =iy

S& se determine transformata Z[f(t)], dacd f este functie periodica

J
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de perioada T, T € N.

e = Yo st = o+ 1 2D SO T
t=0

zT* 1 ZT ZT+1

LT ) ) J(T-1)

ot + TR A VA
22T+1 SKT T KT+ S2kT+T—1

_l’_
Q1 f(T—1 1 1 1

T

I —1

£ { 1, t=2k rez. R { f este periodici cu T = 2,
31° t) = ’ ~ €Z,, : T2
1 =2+, 2070) = o
2 1= 228 — 2
32° f(t)= 0, t=3k+1 keZ,, R:T=3, 2[f(t)=

—.
1, t=3k+2, z2 =1

Sa se determine originalele transformatelor Z F*(z), f(t) = Z71[F*(2)]:

2z
33° F* = .
()= 35—

1 1 25t
=5 f e P
2mi |z[=r>1 2mi |z|=r>1 27— 1

1 . QZt 2zt ¢
- %2711 {Rez (22_1;1) + Rez (22_1;—1>} =1-(-1)

0, t=2k
_{2, t—okt1, FELH
0, t=3k
2 2 )
34° F*(z):zz?fi_f, Rft)={ 1, t=3k+1 keZ..

2, t=3k+2.

1
[Se dezvoltd F*(z) dupa puterile lui — utilizdnd seria geometrica, sau se
z
folosegte rezultatul de la functii periodice, problema 30°.
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23— 2242z 1, t=3k
350 .F‘*(Z):ﬁ7 RZ f(t): —].7 t:3k+1 k€Z+,
2, t=3k+2,
0, t=4k
o 22 0, t=4k+1
0, t=3k+3,
z z
37° F*(z) = ————; ° F*(z) =
e Ve I e ek
z z
39° F*(2)= —— 40° F*(z) =
o * Z(Z+ 1)
41° F*(2) = EEE
42° F*(Z) - 22£1+z*2’
t
43° F*(z) =e*, R: f(t) = g
(2)

44° F*

[ R: F*(2) = if(t)z*t = F* (1) = if(t)zt serie Laurent = f(¢) =

(ti;:() t=0
() 1 N
a = Z =0 Deci, F* (Z) = —Ln(l - z); (F <Z>) =
a! (®) (t—1)! 0, t=0
O - ady
0, t=
45° F*(z) =L <Z“>, R: f(t) = Ht)t_l’ e
0, t=2k
46° F*(z) =Ln <Z+i), R: f(t) = 2

t=2k+1, t€Zy.

2k +1°

Sa se rezolve ecuatiile cu diferente:
47° N%y(t) —4dy(t) =0, y(0) =1, y(1)=3, R:y(t) =3".
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[ Ecuatia se scrie y(t +2) —2y(t+1) +y(t) —4y(t) = 0 = (a doua teorema

n—1

a intarzierii 4.1.4 Z[f(t+n)] = 2" [Y*(z) — Z f(t)z_t}) = 22[Y*(2) —y(0)—
t=0

Y(1)=1] = 2 (2) ~y(0)] ~8Y*(2) =0 = Y*(5) = |

48° A%y(t) + Ay(t) — 2y(t) = 0, y(0) =1, y(1) =2, R:y(t)=2"
49° A%y(t) — 3Ay(t) —4y(t) =0, y(0) =1, y(1) =5, R:y(t) =5"
50° A2y(t) + Ay(t) — 2y(t) = 5, y(0) = 1, y(1) =1, R:y(r)="t2" T
51°  A3y(t) + 3A2%y(t) — 2Ay(t) =0, y(0)=0, y(1)=1, y(2)=2.
[ R:Ecuatia se scrie y(t +3) —y(t+1) = 0 = (a doua teorema a intarzierii
4.1.4) Z[f(t+n)] = 2" [Y*(z) - Z f(t)zt] ) = 23[Y*(2) —y(0) —y(1)z=! —

y(2)272] = 2[Y*(2) —y(0)] =0 = Y*(2) = ZZ;r . Atunci y(t) = %ﬁl)t daca

t>1siy(0)=0. |

520 A%y(t)+ Ay(t) — 10y(t) = t, y(0) =0, y(1) =0, y(2) = 1.
[ R:Ecuatia se scrie y(t +3) — 3y(t + 2) + 4yt + 1) — 12y(t) = 0 =
BIYV*(2) + 272 = 322Y%(2) + 42Y*(2) — 12Y*(2) = ﬁ = Y*(z) =

2(2_2) J
(z=3)(z2 +4)(z - 1)*

53° S& se determine matricea de transfer a sistemului (X), Fig. 4.12.

5 it

Flg 4 12

[R: Reprezentarea de stare a sistemului este

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t)
(2) { y(t) = Ca(t) + Du(t),
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unde

o[ o) ). wy = (0 ) o= (1)

usg(t t
va(t) 2( y2(t)
4 -1 -2 1 -1
A=|2 1 =2, B=| -1 2], C’:(éé}),
1 -1 1 0 3

D—(lé _?g>; det(sI — A) = s* — 65> + 115 — 6,

2—-2s—1 —s-3 —2s5+4
(sI— A)* 2s —4 s2—5s+6 —25+4
s—3 —s+3 s2-5s+6

Se obtine matricea de transfer

_ -l _ 85 —2 45 —425432 ) 1
T(s) = C-(sI-4) B+D_(352—4s+4 —5s% + 65 53—652—+-115—G'J

54° Sa se determine sirul (xy,),, dacd z, = zp—1 + 5", n > 1, zo = 4.
[ Fie z(n) = a,, n > 0 i 0, pentru n < 0. Fie

5" n>1
) =) —ata - ={ § "2 ¢
Atunci, pe de o parte, Z[y(n)] = Z[z(n)] — Z[z(n — 1)] = Z[z(n)] —
2712z (n)] = Z22[z(n)], iar pe de alta parte,
2fy(n)] = iy(n)z*” a4 iww Y
o ot zZ—5 z—5
Obtinem astfel Z[z(n)] = %, de unde z(n) = x, = 11%5““, n > 0.]
55° Sa se determine sirul (2 )n, dacd z, = Tp—1 + 2xp—2, n = 2, 19 = 3,
z(1) = 2.
[ Analog exercitiului precedent, pentru

0, n>=2
yin)=zaz(n)—zn—1)—-2z(n—-2)=< -1, n=1
3, n=20

J
56° Sa se determine sirul (xy,)n, dacd x, — 5zp—1 + 62p—2 = n, n > 2,
zo=1,z(1) =2.

Sa se determine solutiile ecuatiilor
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7o + Z (P
[ R: Aphcand ecua‘glel transformarea Z , obtinem Z[p(t)] + Z[p(t) * €] =

2le'] & 2[p(t)] + 2p(t)Z = =, de unde Z[p(t)] = o2 st p(t) = g,
teZy. |

58° o(t)+2> p(k)(t—k) =1
k=0

. v A%4 Zt 4
fRz?nalog problemei precedenta, Z[o(t)] = D f)(t%zq) sip(t) = Rez(; oz 15(;21),1)+
Rez(% i)+ Rez(%, —i), t € Z4 si cum 1, +i sunt poli de or-
1, =4k

141, t=4k+1
0, t=4k+2°
1—i, t=4k+3

dinul 1, obtinem ¢(t) = unde k € Z,.. |

Sa se rezolve ecuatiile cu diferen‘ge

59°  A2y(t) — t)—4Zy k)5tE L y(0) =1, y(1) =3

[ Ecuatia se scrie y(t + 2) — 2yt + 1) = 4y(t) x 5', = 22[Y*(2) — 1 —
3271 22V (2) — 1] = 4Y*(2) 2 = Y*(2) = Ej = 822 = ‘;’; Obtinem y(¢) =
8+7§H Vi1 |

60° 4Zy k)9 k=0, y(0)=1.

[ Ecuatia se scrie y(t +1) —y(t) = 4y(t) « 9", = 2[Y*(2) = 1] = Y*(2) =
AY*(2) 25 = Y*(2) = % Obtinem y(t) = 3/(1 — 2),¥¢ > 0 |

61° Fiex = x(t),t € Z+ siy = y(t),t € Z4 astfel incat y(t) = z(0) +
(1) + ... + z(t). Determinati functia de transfer Yiz)

X*(2)°
. 1, t=k . _
[ Fie 6x(t) = { 0 tLk Atunci (z * 0g)(t) = =(t — k), de unde

rezultd cA y = T *0p + T * Op—1 + ... + x x 91 + x. Cum Z[d] = zik (con-
form teoremei 4.1.3) i folosind rezultatul teoremei 4.1.9, obtinem Y™*(z) =

1- -ty
ZX (2)172+1 de unde rezultd functia de transfer T'(z) =

Vi) |
X*(z) 2"l (z-—-1)

z
7’L+1 -1
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Capitolul 5

Alte transformari

5.1 Transformarea Mellin

Daca in formulele directa si de inversare ale transformarii Fourier se aplica
schimbarile de variabile si de functii

p=iw,x=¢, fnz) (@), [(}) = Fp)

se obtin: definitia transformatei Mellin a unei functii original f
oo
MUf(@) = F(o) = [ fa)a? Mo a < Rep< 5
0

si formula de inversare
a-+100

f@) =5 | F@arap

Proprietati
1. Liniaritate.

Mlaf(z) + Bg(x)] = aM[f(2)] + BM[g(x)], Ve, B € C.
2. Asemanare.

M{f(az)] = —Mf@)], a > 0.

3. Derivarea originalului.
Mf'(@)]=-(p-DF(p—1), a<Im(p—1) <5,

163



164 CAPITOLUL 5. ALTE TRANSFORMARI

M (x0) " ()] = (-1 ).

4. Derivarea imaginii.

M[f(2) Inz] = F'(p).

5. Integrarea originalului.

T

M{/f(t)dt} _ 7%.
0

6. Produsul de convolutie.

[o0)

M[/th(xt)g(t)dt} = F(p)G(c—p+1),¢>0.
0

7. Produsul originalelor.
a+ioco

M[f(z)g(x)] F(s)G(p — s)ds.

27
a—1i00

T
1. Mle™**] = $)7 Rep > 0.

1 p+1
2 Mlem'] = (L),
A

1 0
.M = .
3 [1 + x} sin(pm)
4. M[ea®] = lf)ei’”ﬂ, 0 <Rep < 1.
a
_ T pr
5. Mlcos(wz)] = o S5 0 <Rep < 1.
. _Tp) . pr
6. Msin(wz)] = —p S

2P—1F(” +p)
2

v—p
r(5 )
S+

7. M[J,(z)] = , —v <Rep <v+2.
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5.2 Transformarea Hankel

Fie f :]0,00[— R o functie care satisface conditiile lui Dirichlet: in orice
interval finit [a,b], 0 < a < b, f are cel mult un numdr finit de puncte de
extrem si de puncte de discontinuitate de speta intai.

Transformarea Hankel de ordinul v a functiei f este functia

o

Ho[f(z)] = F,(s) = /wf(:t)Jy(s;r)dw, s€ (0,00), v €RL
0

unde J, este functia Bessel de ordinul v € (0, 00),

+o00
B (_1)” T\ 2n+v
Tol@) _nZ:On!F(l/—Q—n—Q—l) (5) '

Operatorul H,, se numeste transformarea Hankel de ordinul v.
Formula de inversare este

flz) = /sF,,(s)Jy(sx)ds.
0

Proprietati

1. Liniaritate.
Hylaf(z) + Bg(x)] = o, [f(2)] + BH.[g(2)], Vo, B € R.

2. Asemanare

3l () = 5 R (2.

3. Derivarea originalului.

31 @) = —s[ i) - L R ()],

FH, [z (:Clﬂ’f(:v))/] = —sF,_1(s),
%V[I_y_l(ml+yf(m))/] = sFyqa(s).

4. [e* " f(x)] = L[z f(2) ], (sz)].

5. Ecuatia lui Bessel.

1/2
3o [0 + (@) = S h@)] = —2F).
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6. Relatia lui Parseval.

7sFy(s>Gy<s>ds - 7xf(x)g(x)dw~
0 0

Exemple.
2T (V + %) s¥
. o+l
VT (02 + 52)" 2
2T (35 + v + 3)
T, 1y

P (% — 3 +3)
Aplicatie. Propagarea caldurii intr-un disc de raza R pentru o rata de

intrare constanta ¢ are ca model ecuatia caldurii in coordonate polare pentru
u(r, z)

L [V leP] =

2. H,[xP~ 1] =

827u+18u+32
or2  ror 022

q
a—u(r,O) —{ cR?’ r<h

cu conditia

0z 0, r> R.
Aplicand transformarea Hankel 3, in raport cu r se obtine problema
ﬁ(saz)f‘s U(sz) =0, 5(5,0) = 7EJI(SR)

unde U(s, z) = H,[u(r, 2)].
Solutia marginita a acestei ecuatii este U(s, z) = LRJI (sR)e™** de unde
cs

rezulta temperatura in disc

u(r, z) /J sr)Ji(sR)s™ te” ¥ ds.

5.3 Transformarea Hilbert

Transformata Hilbert a unei functii f € Lo este functia f = H[f] € La
definita de

K@) = Fo) = ~op, tf r=top [ 100
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Operatorul H : Ly — Lo se numeste transformarea Hilbert. Formula de

inversare este -
f() =90 1F(0) = v / 1 4

Proprietati.
1. H = —H, H?2= —id, H*=1d.

~

Ff®)] =i -sgnw - F{f (2)](w).

Transformari discrete

5.4 Transformarea Z bilaterala

Fie f : Z — C cu proprietatea: IM > 0, R_ > R, > 0 astfel incat
|f(t)] < MR" pentru t = —1,-2,..si |f(t)| < MR pentrut=0,1,2,
Transformata Z bilaterald a functiei f este definita de

Fr(2)=2,[f(0) = > f)="", Rl <|:| <Rl

unde R]: si Ri sunt cel mai mare R_, respectiv cel mai mic R cu proprietatea
de mai sus.

Transformata Z bilaterala se poate descompune in suma a doud transfor-
mate unilaterale:

Fi(2) = Fo(2) + F-(2),

=Y f)=" |2 > R
t=0
-1
= > f®)= |2l < RL.

t=—o0
Formule de inversare:
1
D). ft)=5- F,(2)z"'dz, teZ, Rl <r<RL.
|z|=r
1 1\@®)
SE (;) o t=0L2.
). f(t) = '1 (Z;)
F - t=-1,-2,....
(_t)! —(Z) Z:O’ b b )
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unde F* (z) = F (2) + F_ (z) F, si F_ sunt functii olomorfe pe domeniile
|z| > Rfl respectlv |z| < RS.
1, t=0,1,2,..,

Exemplu. Pentru f(t) = {at f— 1 —o

a € C, |a| > 1, rezulta
RI =1si Rf =al.
Atunci, in coroana circulari 1 < |z| < |a| se obtin, utilizand seria geomet-
rica:
o

F+(z)=§:z_tzz Zaz —Za Z_l_afz lzaiz,
=0

t=—o00

deci
z z  z(l—a)

z—1 a—z (2=1(2—a)

5.5 Transformarea Walsh

Se considerda numerele ¢g,n € N, ¢ > 2,n > 1, N = ¢" ¢ multimea
N = {0,1,..., N — 1}. Pentru k& € N se noteaza cu k; coeficientul lui ¢’ din
scrierea g-adicd a lui k: &k = kp_1¢" ' + kn—og™ 2 + - + kiqg + k, si se
considera numerele
ai(k) = {Zz + ki1 (mod q) 1_< 1<n—1,
n—1, 1T=n.

Se numesc functiic Walsh (in baza ¢) functiile constante pe portiuni definite
de relatia

wal(k,t) = [ [ ri(t)™®
i=1

unde 7;(t) = sgn(sin ¢'rt) sunt functiile lui Rademacher.
Functiile Walsh sunt ortogonale pe [0, 1], adica

1
(wal(k,-), wal(l,-)) = /Wal (k,t)wal(l,t)dt =0, pentru k # .
0

Transformata Walsh discretd (TWD) a unei functii  : N - R, o =
(zk)ken este functia X = (Xon)men,
s
X = N ; zywal(m,t), m € N.
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Transformata Walsh discreta inversi a functiei X = (X,,)nmen este

T = (2¢)seN
N-1

Ty = Z Xpwal(m,t), t € N.

m=0
Se considera matricea W = [w;jo<i,j<n—1, unde w;; = wal(4, j) si vectorii

coloand ¥ = [z,, 21, 2n-1]T, X = [X,, X1,..., Xn_1]T. Matricea W este
simetricd. Atunci aceste relatii se pot scrie sub forma

X = %Wﬁ, T=WX.

5.6 Transformarea Haar

Se considerd N = 29, g € N. Se numesc functii Haar functiile har(k,¢t) :
[0,1] — R definite de relatia

vae, i<

har(29 +m,t) = m+ i 1
( ) —/24, 2q2 <t<m;q_ ,

0, in rest.

Functiile Haar sunt ortogonale pe [0,1].

Transformata Haar discretd (THD) a unei functii z : N = R, =z =
(zk)gen este functia

N—
thharmt m € N.
t=0

Transformata Haar discretd inversa a functiei X = (X, )men este

T = (Tt)ten
N-1

= Z Xmhar(m,t), t € N.
m=0
Se considerd matricea H = [hijlo<i,j<n—1, unde h;; = har(i, j) si vectorii
coloans T = [z, 21, ....,ax_1]", X = [X,, X1, ..., Xny_1]T. Relatiile de mai sus
se pot scrie sub forma

X=_Hi, Z=HTX.
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5.7 Transformarea Laplace bidimensionala hibrida

Functia f : R x Z — C se numeste functie original dacd are proprietatile
urmatoare:

i) f(t,k) =0dacat < 0sauk < 0

i)  f(-, k) este continud pe portiuni in R, V(k) € Z;

iii) IMy >0, 05 >0, Ry > 0 astfel incat |f(t, k)| < Mpe?S'RE, V(t,k) €
Ry X Zy.

Pentru orice original f, functia

Li1[f(t, k)] = F(s,2z) = /Zf(t, k)e stz7kdt, s,z € C.
0 k=0

se numeste transformata Laplace bidimensionald hibridd (2D) a functiei f.
Operatorul £1,1 se numeste transformarea Laplace bidimensionald hibridd.
Integrala improprie este absolut convergenta in domeniul

D(f)={s€C|Res>os} x {z€C||z| > Ry}
gi uniform convergenta in orice domeniu

D’ ={s5cC|Res>o'} x{z€C||z| >R}, undeo’ >0, si R > Ry.
! !

Proprietati.

1. Liniaritate. Pentru orice functii original f si g si orice o, 5 € C
Lialaf(t, k) + By(t, k)] = alya[f(t k)] + BL1a[g(t, k).

2. Asemaénare. Daca f(t,k) =0 pentru k # nl, [ =0,1,....,n € N* atunci
Va >0, s,z€C, Res > aoy, |z| > R%,

Sualf(at,nk)] = R (2, 21m).

3. Prima teorema de Intarziere.

VaeRi,neN, Li[f(t—a,k—n)]=e *2"F(s,z).
4. A doua teorema de intarziere. Va € Ry, n € N

Lilf(t+a,k+n)] = e’z [F(s, z) — /e_StZ[f(t, k)|dt—
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n—1 ¢ n—1
—Zz”%[f(t,k)}+/Zf(t,k)e’“z”“dt :
k=0 0 k=0

unde £ si Z reprezinta transformarea Laplace (1D) si transformarea Z.

5. Deplasare. Daca a € C, b € C*, atunci
Lyl f(t, k)] = F(s —a, %), Vs,z € C, Res > Rea+ oy, |z| > |b|Ry.

u3
6. Derivare si intarziere. Dac (")

= 8T’{ este functie original, atunci

Lia[f(t, k+1)] = szF(s, z) — szL[f(t,0)] — 2Z[f(0+, k)] + zf(0+,0),

Ll,l[f(t7 k)] = SF(Sv z) - Z’[.f(o_i_v k)]a
Lialf(t.k+1)] = 2(F(s, z) — L[f(t,0)]),

n—1
Laa[f(t, k)] = s"F(s,2) = Y " 1200+, k)],

=0
m—1

Coalf(tk+m)] = (Fs,2) = Y £/ (t))=7).
j=0

m—1

Laalf (ke +m)] = s"a™F(s,2) = s" Y L[f(t,4)]" -
§=0

n—1

n—1lm-—1
—zm Z 2[FD 0+, k)]s" L + Z Z FOO+,5)s" 2™ m,n e N*.
i=0 i=0 j=0

7. Derivare si diferenta. Diferenta functiei original f(¢, k) este functia

0, k<0,
Af(t k)= {f(t,k—i—l) - f(t,k), k>0.

Daci f este functie original, atunci
L11[Af(t, k)] = s(z—1)F (s, 2) — s2L[f(t,0)] — (z = D)Z[f (04, k)] + 2£(0+, 0).
8. Derivarea imaginii. Pentru orice ¢, € N,

L [(—1)‘1+thk(k+1)..,(k+ St E)] = Tﬂ( :
1,1 r 5 =z asqazr s,z
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9. Suma si integrarea originalului. Suma functiei original f(t, k) este funtia

0, k<0,

k—1
S fED), k=1
=0

Atunci .
F(s,z)
c [ Sf(r. k)d ] _ %2
bt / f(r, kydr s(z—1)
0
10. Integrarea imaginii.
o [! / Darag

00
daca integrala improprie este convergenta.

11. Convolutie. Produsul de convolutie 2D continuu-discret al functiilor
original f(t, k) si g(¢, k) este operatorul %o definit de

0, pentru ¢t <0 sau k <0,

Lok
(f %2 9)(t. k) = /Zle)ft—Tk—l)d, pentru t>0 si k> 0.
o 1=0

Atunci
L11[(f %2 9)(t, k) = F(s,2)G(s, 2).

12. Produsul originalelor. Pentru oy <a < Res -0y, Ry <71 < L%'
g
1 a+ico dC
z
CLalf () gt b)) = / ( ]4 Fl0.06(s—a C)C)dq_
a—ico  |z|=r

13. Valoarea initiala.
Daca }/in% f(t,,0) = f(0+,0) exista, atunci
50
f(0+,0) = lim lim sF(s,z2).

§—00 z2—00
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14. Valoarea finala.

lim lim f(¢,k) = lim lim s(z —1)F(s,2)

t—00 k—oo s—0z—1+
daca limitele exista.
15. Formule de inversare.

a+ioco
1
i) f(t, k)= e / ( % F(s,z)zk_ldz)e“ds, a>og, r> Ry,
a—ico  |z|=r
a+ioco

1 OFF(s, 27!
ji tk) = ’ std
@ f(tk) 2mik! / 0zk szt O
1 - akF(Sazil) st
iti)  f(t, k)= o ZReZ(Te ,s]-),
=1
O*F (s, 271
unde s = s;, j € {1,...,n} sunt punctele singulare ale functiei %
2

a+ico m

k . .
i) f(t k)= ﬁ / (/F(s,rew)elkadﬂ)es'fds, a>og, > Ry

a—ico  —m
v) Dacd F(s,z) are dezvoltarea in serie Laurent

[e.e] o0
F(s,z) = Z Z amns "2,

n=1m=0

atunci functia original are dezvoltarea in serie Taylor

ftk) = Zl ZO (nai”‘l)!t”’lé(k: —m),

1, daca k=0,

unde § este functia impuls discreta 0(k) = {0 daci k20

Aplicatii.
1. Ecuatii diferentiale si cu diferente

Se considera ecuatii de forma
a, Az (t, k) + a12(t, k) + aeAx(t, k) + asz(t, k) = f(¢, k)
cu conditiile la frontiera

I(070) = Zo; I(t70) = g(t): te R+; I(ka) = h(k)v ke Z+
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unde z(t, k), f(t, k), Az(t, k) = Oz(t,k+1)  Ox(t, k)

g(t) si h(t) sunt functii original 1D continué, respectiv discreta si g(0) = h(0) =
z,a€R,1=0,3, z, € R
Se aplica transformarca Laplace bidimensionala hibrida 2D. Cu notatiile:

X(s,2) = Laale(t, b)], G(s) = Llg(t)], H(z) = Z[h(K)]

si tindnd seama de proprietatile 1 si 7 se obtine ecuatia algebrica

sunt functii original,

a[s(z — 1)X(s,2) — (z — 1)H(z) — 52G(s) + zx,| + a1[sX (s,2) — H(2)|+

+az[(z — 1) X (s,2) — 2G(s)] + a3 X (s,2) = F(s,2)

cu solutia

F(s,z) + [a,(z — 1) + a1 H(2) + z(a,s + a2) G(s) — a, 2z, .

H =
(5,2) ays(z—1)+a1s+az(z—1) + a3

In mod analog se rezolva problema Cauchy pentru ecuatii diferentiale si
cu diferente de forma

a(t, k
ZZanl ) = f(t,k), N,l, €N, a, €R.

n=0 [=0
2. Matricele de transfer ale sistemelor liniare 2D continue-discrete

Sistemele 2D continue-discrete de tip Roesser au reprezentarea de stare

ek ol = ] [k + (B e

y(t. k) = [C1 Cy) [m g 113] + Dul(t, k)

unde t € Ry, k € Zy, il (t, k) = M a"(t, k) € R™ i 2(t, k) € R™

sunt respectiv starea orizontald §i starea verticald, u(t, k) € R™ este intrarea
(comanda) si y(t,k) € RP este iegirea; A1, A2, A21, Ag2, B1, Ba, C1, Cs si
D sunt matrice de dimensiuni corespunzatoare.

Se aplica transformarea Laplace bidimensionala hibrida 2D si cu conditiile
la limitd x(0,k) = z(¢,0) = 0, V¢ € Ry, k € Z4, se obtine aplicatia intrare-
iesire Y (s,2) = H(s, 2)U(s, z) unde H (s, z) este matricea de transfer

-1
sly, — A —Ajg By
H(s,z) = [Cl CQ} iAQl 2In, — AQQ] |:BQ:| +D-
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In mod analog, pentru sistemele 2D continue-discrete de tip Fornasini-
Marchesini

T(t,k+1) = A,x(t, k) + Arz(t, k) + Asx(t, k + 1) + Byu(t, k) + Bru(t, k) +
Bou(t, k+ 1),

y(t, k) = Cz(t, k) + Du(t, k)

se obtine matricea de transfer

H(s,z) = C(sz[ — A, —sA; — ZAQ)_1<BO + sB1 + ZBQ) + D.
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Capitolul 6

Tabele

6.1 Transformarea Fourier

f(x) flw)= /f(a:)e_iwdx
R
l- o~
f(z) 27 f(—w)
2- e =~
f(x) (—w)
3.

af(x) + by(x)

af(w) + bg(w)

1 -
f(z—a) % f(w)
5. 1
flaz), a #0 Syl
6. -
e f(z), a>0 flw+a)

f(az) cos(bxz), a #0

f(ax)sin(bz), a #0

177
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9.
a"f(z), n €N (i)™ (w)
10. R
f(z), neN ()" w" f(w)
11. R
(f x9)(x) g
12. )
f(@)g(x) —Fxg
27
13.
e ™ a>0 1
a+iw
14.
e a>0 \/Ee—wz/éla
a
15.
el ¢ >0 2a
a? + w?
16. S 04
T A, tel-—=, =] 28 W
AuZ =4 272 sin(=-)
(2 1) { 0, in rest v 2
17.
1+t, te[-1,0] 2(1 — cosw)
f(t): 1_t7 te(ozl] L«.)Z
0 té[—1,1]
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T T
1.
6(1 e—iu.m.
2.
0 1
3. 21
1
4. 27176 (™)
tn
1
5. md —i—
ut) “
6. )
eit2 Jme et
7.
) (iw)™ -1
8. 1
sgn t 1-2i Vp—
w
9.
Vpl — 7 sgn w
t
10. 1 1
P imd + Vp;
11. 1 1
6+ Vp=
L110 m+ ey
12.
It]

1
2Vp—
W
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6.2 Transformarea Laplace
Nr | f F(p)
1.
H(t) 1
p
2. 1
e, acC ——, Rep > Rea
—a
3. w
sin(wt), acC m
4. »
s(wt C -
ecos(wt), a € -
5. w
sh (wt)., a€eC m
6. p
ch (wt), acC m
7. r .
t,v>—1 7(;,_: ),Rep>0
8. |
t", n e N* o
pn+1
9. |
tneat7 neN*, aecC (p!lw Rep > Rea
10. 9
tsin(wt), a € C ﬁ7 Rep > |[Imwl|
11. ) )
p*—w
tcos(wt), a € C CCEwEER Rep > [Imuw]
12. w
e“t Sin(wt), a e (C m, Rep > Rea+ |Imw|
13.
p—a

e cos(wt), a € C

oo Rep > Rea+ [Imw|
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Nr | f F(p)
14. R
Jn(t)7 neN (1 /p2+ 7p)
Vp?+1
15. 1 B
Ln(t) = — €', n e N (p—1)
n. pn+1
16.
1 N
mt p
7| W
sin(wt) — — arctg 87 Rep > [Imw]
t 2 w
18.
eut _ ebt p— b
In
t p—a
19. 5 ) )
= (cos(at) — cos(bt)) w2t b
t pQ +a2
20. .
H(t—-a),a>0 e
p
21. ,
A(H(t—a)—H(t—b)), a>0<b | 4" =¥
p
22.
fE+T)=f(@1), ¥t >0, T >0. 1 T ’
(f periodica de perioadd T') T / f(t)e Ptdt
’ 0
23.

| sin(wt)|

w 14 e P
pPPtw? 1—e wP

In tabelul de mai sus f este notatia pentru functia H f, unde H este functia
treapta a lui Heaviside

De exemplu, prin e este desemnat# functia H(t)e® =

t <0,

t=0,

t>1
1, t<o0,
1
Sot=0
27 )

e, t>0.
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6.3 Transformarea Z
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Nr | f F*(z)
1.
_J1, t=0, 1
ot) = {o, t40.
2.
_ 1, t= n, N
ot —n)= {0, t#n.
3. .
H=1,t=0,1,2,..
f=1,1=0 -
4. .
at, aeC
z—a
5.
Mt ?
¢ z—et
6. ;
sin(wt) o esmw
22 —2zxcosw+1
7.
cos(wt) 2(z — cosw)
22 —2zcosw+1
8.
sh (wt) _ whw
22 —2zchw +1
9.
ch (wt) 2(z — chw)
22 —2zchw + 1
10. .
at sin(wt) zasinw
22 — 2az cosw + a?
11.
at cos(wt) z(z — acosw)
22 — 2az cosw + a?
12.
; z
(z—1)2
13.
2 z(z+1)
(2 —1)?
14.
3 (22 +42+1)
(z—1)4
a
15. ( : ) -

ala—1)..(a—t+1)

t!

aeC
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AN F(:)
16.
tat az
(2 —a)?
17. ) .
tsin(wt) 2((22 — 1) sinw)
(22 — 2z cosw + 1)2
18. )
t cos(wt) 2((22 4 1) cosw — 22)
(22 — 2z cosw + 1)2
19.
T,.(t) = cos(t cos x) C2(z—x)
22 —2zx+1
20. 1 ]
o t=12 In
t o z—1
21. " :
(=1) t=1,2 In (1—)—7)
t ’ < >
22.
-1 1 ;
—,acC,t=1,2,. ~1In
a z—a
23|
sin(wt) —1.9,.4 arctg w
¢ i 2 — CcoSw
24.
at e
—, aecC* e
t!
2 t+1 a
ﬂ at, acC (1+;)e;
26.
(_a)t Esin ¢
(2t +1)! a B
27. ,
Co cos |2
(2t)! 2
28. .
a 2 o
(2t +1)! \/gsh 2
29. ,
a a
E] NE
30.

0, t=2k,

f(t):{z t=2%k+1,

keN
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intarziere (Fourier), 60, 83
intarziere (Laplace), 107
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asemanare (Fourier), 84
Parseval (Fourier), 71

a doua teoremd de intéarziere(Z), 132

a doua teorema de intarziere (Laplace
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asemandre (Mellin), 163

asemdanare (2), 131

asemanare (Fourier), 60

asemanare (Laplace 2D), 170

asemanare (Laplace), 106

asemanare (Hankel), 165

coeficienti Fourier, 11
comutativitatea produsului direct, 52
conditiile Cauchy-Riemann, 24
convergenta in medie patratica, 7
convergenta punctuala, 7
convergenta uniforma, 7
convergenta in 8, 66

convergenta in D, 42
convergenta slaba, 43

convolutia semnalelor (TFD), 78
corelatia semnalelor (TFD), 78
criteriul lui Dirichlet, 18

deplasare (Fourier), 60, 83

deplasare (Laplace), 107
deplasare(Laplace 2D), 171

derivare si inttziere (Laplace 2D), 171
derivare si diferentd(Laplace 2D), 171

derivarea imaginii (Fourier), 66

derivarea imaginii (Laplace 2D), 172

derivarea imaginii (Laplace), 108

derivarea imaginii (Mellin), 164

derivarea imaginii in raport cu un parametru
(2), 140

derivarea imaginii unei distributii (Fourier),
82

derivarea imaginii(Z), 134

derivarea originalului (Hankel), 165

derivarea originalului (Laplace), 107

derivarea originalului (Mellin), 164

derivarea produsului de convolutie (distributii),
55

derivarea produsului direct, 53

diferenta (Z), 134

diferenta functiei f, 134

distributia Dirac, 44

distributia Heaviside, 44

distributie, 42

distributie cu suport compact, 47

distributie regulata, 43

distributie singulara, 44

distributie temperata, 79

distributie valoare principala, 45

ecuatia lui Bessel (Hankel), 166
ecuatii cu diferente, 147
egalitatea lui Parseval, 12

fenomenul Gibbs, 19
formula lui Heaviside, 117

formula lui Poisson de insumare, 50,
86
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formule de inversare (Laplace 2D), 173
formulele lui Sohotski, 46
functie continue pe portiuni, 7
functie local integrabila, 8
functie monotona pe portiuni, 7
functie olomorfa, 24

functie original(Z), 127

functie original(Laplace 2D), 170
functie test, 40

functii de patrat integrabil, 7
functii egale a.p.t, 6

functii Haar, 169

functii periodice la dreapta, 133
functii rapid descrescatoare, 66
functii Walsh, 168

functie imagine, 105

functie original, 104

imaginea convolutiei distributiilor
temperate (Fourier), 84
imaginea derivatei (Fourier) , 83
imaginea produsului de
convolutie (Laplace), 112
imaginea convolutiei (TFD), 79
imaginea derivatei (Fourier), 67
imaginea produsului (Fourier), 69
imaginea produsului (Mellin), 164
imaginea produsului de convolutie
(Fourier), 69
imaginea produsului originalelor
(Laplace 2D), 172
inegalitatea lui Bessel, 11
inegalitatea lui Schwarz, 5
integrala de tip Cauchy, 29
integrala Fourier, 22
integrarea imaginii (2), 136
integrarea imaginii (Laplace), 110
integrarea imaginii (Mellin), 164
integrarea imaginii in raport cu un
parametru (Z), 141
integrarea imaginii(Laplace 2D), 172
integrarea originalului (Laplace), 109

185

inversa unei distributii, 57
inversiune (Fourier), 68
inversiune (Laplace), 114
inversiune (TFD), 77

lema lui Riemann, 63

liniaritare i continuitate (Fourier), 67
liniaritatea transformarii Z, 130
liniaritatea(Laplace), 105

multime neglijabila, 6

pol de ordin n, 35

prima teoreméa de intarziere (Z), 131

prima teoremd de intarziere (Laplace
2D), 170

problema Cauchy, 90

produs de convolutie, 8

produs de convolutie (Z), 137

produsul de convolutie (distributii), 53

produsul de convolutie (Laplace 2D),
172

produsul de convolutie (Mellin), 164

produsul direct (distributii), 52

produsul originalelor (Z), 137

punct singular, 34

raza de convergenta a tranformatei func-
tiei (2), 127

relatia de incertitudine, 74

relatia lui Parseval(Hankel), 166

reziduul unei functii, 37

schimbarea variabilei unei distributii,
47

scufita, 41

serie Fourie in spatiu Hilbert, 11

serie Fourier de cosinusuri, 15

serie Fourier de sinusuri, 15

serie Fourier sub forma complexa, 15

serie Laurent, 33

serii Fourier trigonometrice, 13

sinus atenuat, 61
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sisteme de comanda discrete, 151 valoarea finald (Laplace 2D), 173
solutie fundamentals, 88 valoarea initiala (Laplace 2D), 172
solutie generalizata, 87
spatiu Hilbert, 6
spectrul in frecventa, 60
suma3 si integrarea originalului (Laplace
2D), 172
suma (Z), 135
suma unei functii, 135
suma valorilor functiei original (Z), 142
suportul unei distributii, 47
suportul unei functii, 40

teorema de egantionare, 71
teorema lui Fejer, 20
teorema reziduurilor, 38
transformare Laplace, 105
transformarea Z, 128
transformarea Z inversa, 142
transformarea Fourier, 59
transformata Z, 128
transformata Z bilaterala, 167
transformata cosinus, 71
transformata Fourier, 59
transformata Fourier a unei distributii
temperate, 81
transformata Fourier discreta, 75
transformata Haar discreta, 169
transformata Haar discreta inversa, 169
transformata Hankel, 165
transformata Hilbert, 167
transformata Laplace, 103
transformata Laplace bidimensionala
hibrida (2D), 170
transformata Mellin, 163
transformata sinus, 71
transformata Walsh discreta, 169
transformata Walsh discreta inversa,
169

valoare finald (Z), 139
valoare initiald (Z), 138
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