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Cartea a fost elaborată ı̂n cadrul proiectului POSDRU/56/1.2/S/32768,
“Formarea cadrelor didactice universitare şi a studenţilor ı̂n domeniul uti-
lizării unor instrumente moderne de predare-̂ınvăţare-evaluare pentru disci-
plinele matematice, ı̂n vederea creării de competenţe performante şi practice
pentru piaţa muncii”.

Finanţat din Fondul Social European şi implementat de către Ministerul
Educaţiei, Cercetării, Tineretului şi Sportului, ı̂n colaborare cu The Red Point,
Oameni şi Companii, Universitatea din Bucureşti, Universitatea Tehnică de
Construcţii din Bucureşti, Universitatea “ Politehnica” din Bucureşti, Uni-
versitatea din Piteşti, Universitatea Tehnică “ Gheorghe Asachi” din Iaşi,
Universitatea de Vest din Timişoara, Universitatea “ Dunărea de Jos” din
Galaţi, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca, Universitatea “1 Decembrie
1918” din Alba-Iulia, proiectul contribuie ı̂n mod direct la realizarea obiectivu-
lui general al Programului Operaţional Sectorial de Dezvoltare a Resurselor
Umane – POSDRU şi se ı̂nscrie ı̂n domeniul major de intervenţie 1.2 Calitate
ı̂n ı̂nvăţământul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor
matematice la cerinţele pieţei muncii şi crearea de mecanisme şi instrumente
de extindere a oportunitãţilor de ı̂nvãţare.

Evaluarea nevoilor educaţionale obiective ale cadrelor didactice şi studenţi-
lor legate de utilizarea matematicii ı̂n ı̂nvăţământul superior, masterate şi doc-
torate precum şi analizarea eficacităţii şi relevanţei curriculelor actuale la nivel
de performanţă şi eficienţă, ı̂n vederea dezvoltării de cunoştinţe şi competenţe
pentru studenţii care ı̂nvaţă discipline matematice ı̂n universităţi, reprezintă
obiective specifice de interes ı̂n cadrul proiectului. Dezvoltarea şi armonizarea
curriculelor universitare ale disciplinelor matematice, conform exigenţelor de
pe piaţa muncii, elaborarea şi implementarea unui program de formare a
cadrelor didactice şi a studenţilor interesaţi din universităţile partenere, bazat
pe dezvoltarea şi armonizarea de curriculum, crearea unei baze de resurse
inovative, moderne şi funcţionale pentru predarea-̂ınvăţarea-evaluarea ı̂n dis-
ciplinele matematice pentru ı̂nvăţământul universitar sunt obiectivele specifice
care au ca raspuns materialul de faţă.

Formarea de competenţe cheie de matematică şi informatică presupune
crearea de abilităţi de care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea per-
sonală, incluziune socială şi inserţie pe piaţa muncii. Se poate constata ı̂nsă
că programele disciplinelor de matematică nu au ı̂ntotdeauna ı̂n vedere iden-
tificarea şi sprijinirea elevilor şi studenţilor potenţial talentaţi la matematică.
Totuşi, studiul matematicii a evoluat ı̂n exigenţe până a ajunge să accepte
provocarea de a folosi noile tehnologii ı̂n procesul de predare-̂ınvăţare-evaluare
pentru a face matematica mai atractivă.

În acest context, analiza flexibilităţii curriculei, ı̂nsoţită de analiza metode-
lor şi instrumentelor folosite pentru identificarea şi motivarea studenţilor talen-



taţi la matematică ar putea răspunde deopotrivă cerinţelor de masă, cât şi
celor de elită.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizează determinarea unor
schimbări ı̂n abordarea fenomenului matematic pe mai multe planuri: infor-
marea unui număr cât mai mare de membri ai societăţii ı̂n legătură cu rolul şi
locul matematicii ı̂n educaţia de bază ı̂n instrucţie şi ı̂n descoperirile ştiinţifice
menite să ı̂mbunătăţească calitatea vieţii, inclusiv popularizarea unor mari
descoperiri tehnice, şi nu numai, ı̂n care matematica cea mai avansată a ju-
cat un rol hotărâtor. De asemenea, se urmăreşte evidenţierea a noi motivaţii
solide pentru ı̂nvăţarea şi studiul matematicii la nivelele de bază şi la nivel de
performanţă; stimularea creativităţii şi formarea la viitorii cercetători matem-
aticieni a unei atitudini deschise faţă de ı̂nsuşirea aspectelor specifice din alte
ştiinţe, ı̂n scopul participării cu succes ı̂n echipe mixte de cercetare sau a
abordării unei cercetări inter şi multi disciplinare; identificarea unor forme
de pregătire adecvată de matematică pentru viitorii studenţi ai disciplinelor
matematice, ı̂n scopul utilizării la nivel de performanţă a aparatului matematic
ı̂n construirea unei cariere profesionale.
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1.3.5 Reprezentarea funcţiilor complexe prin serii . . . . . . . 30
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Prefaţă

Calculul operaţional şi transformările integrale sunt instrumente deosebit de
utile ı̂n rezolvarea multor probleme de analiză matematică, ecuaţii diferenţiale,
ecuaţii cu derivate parţiale, funcţii speciale, probabilităţi, teoria aşteptării, ter-
modinamică, inginerie electrică, electronică, automatică, mecanică etc. Trans-
formarea Laplace are numeroase aplicaţii ı̂n rezolvarea unor probleme Cauchy,
ı̂n fizică, ingineria electrică etc. Transformarea Fourier se foloseşte pe scară
largă ı̂n probleme la limită sau ı̂n procesarea semnalelor. Transformările mul-
tidimensionale intervin ı̂n studiul sistemelor multidimensionale (2D şi nD),
datorită numeroaselor aplicaţii ı̂n diferite domenii cum ar fi procesarea imag-
inilor, tomografia computerizată, geofizică, seismologie etc.

Transformările integrale au fost impuse de existenţa unor tipuri de prob-
leme dificil de rezolvat ı̂n forma lor originală, dar care devin abordabile printr-o
transformare. Astfel ecuaţiile diferenţiale sau integro-diferenţiale ı̂n ”domeniul
timp” devin simple ecuaţii algebrice ı̂n ”domeniul frecvenţă” prin aplicarea
transformării Laplace. Apoi transformarea inversă produce soluţia din dome-
niul iniţial corespunzătoare soluţiei algebrice. Prin aplicarea transformării
Fourier la ecuaţia căldurii (ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul al doilea) se
obţine o ecuaţie diferenţială simplă. Metodele frecvenţiale, bazate pe trans-
formarea Laplace (̂ın cazul continuu) şi pe transformarea Z (̂ın cazul discret)
au contribuit decisiv la dezvoltarea teoriei sistemelor şi controlului.

Istoria transformărilor integrale ı̂şi are rădăcinile ı̂n secolul 18. Un precur-
sor a fost Jean le Rond D’Alembert, care ı̂n 1747 a utilizat suprapunerea unor
funcţii sinus pentru a descrie oscilaţiile corzilor de vioară.

Metoda de calcul al coeficienţilor care poartă numele lui Fourier a fost de
fapt propusă de Leonhard Euler ı̂n 1777 şi a fost apoi utilizată ı̂n 1807 de
Joseph, baron Fourier pentru studiul ecuaţiei căldurii. Seriile Fourier, utile
pentru reprezentarea funcţiilor ı̂n intervale finite, au fost extinse de el la in-
tervale infinite, conducând la integrala şi transformarea Fourier.

Gottfried Leibniz a introdus operatori pentru reprezentarea operaţiilor de
derivare şi integrare. Aceste idei au fost continuate şi extinse de L.F.A. Ar-
bogast, M. Servois şi de matematicienii englezi Heargrave, Boole, Bownin,
Carmichael, Doukin, Graves, Murphy, Spottiswoode şi Sylvester. Astfel, R.



B. Carmichael (1855) şi George Boole (1859) au aplicat metodele operatoriale
la ecuaţii diferenţiale şi ecuaţii cu derivate parţiale.

Oliver Heaviside a elaborat metodele calculului operaţional necesare re-
zolvării unor ecuaţii diferenţiale, ı̂n special ı̂n lucrările sale asupra teoriei elec-
tricităţii (1892), electromagnetismului (1899) sau al ecuaţiilor fizicii matem-

atice (1892-1894). El a utilizat operatorul D = d
dt

ı̂ntr-un mod de calcul
algebric, obţinând rezultate fundamentale ı̂n tehnică şi ı̂n fizică, dar şi unele
incorecte, nefiind interesat de condiţii de existenţă.

Au fost apoi mai multe ı̂ncercări de a justifica metodele operaţionale for-
male ale lui Heaviside. La ı̂nceputul secolului 20 o serie de matematicieni
printre care Wagner (1916), Carson (1922) şi Doetsch (1930) au realizat conex-
iunea calculului operaţional cu transformarea Laplace şi au pus metodele lui
Heaviside pe o bază riguroasă, combinând metodele algebrice şi cele analitice.
Ei au utilizat două spaţii, cel al funcţiilor original şi cel al transformatelor.

În 1954, matematicianul francez Laurent Schwartz a introdus conceptul de
distribuţie, stabilind proprietăţile de bază, operaţiile cu distribuţii, extinzând
transformarea Fourier la distribuţii temperate. Matematicianul polonez Jan
Mikusinski a dat ı̂n 1960 o altă definiţie a distribuţiilor (prin câturi de convolu-
ţii), realizând o revenire radicală la metodele algebrice ı̂ntr-o teorie care uti-
lizează operatori, fără restricţii de convergenţă a transformărilor integrale.
Tot el a realizat o introducere elementară a transformării Fourier ı̂n teoria
distribuţiilor (1966), ca şi M.J. Lighthill (1958), J. Arsac (1961) sau H.J. Bre-
mermann şi L. Durand (1961). Laurent Schwartz a fost primul cercetător
care a introdus transformarea Laplace a distribuţiilor plecând de la transfor-
marea Fourier (1957). Alte metode de definire a transformării Laplace pen-
tru distribuţii au fost dezvoltate de A. H. Zemanian (1965) (care a extins la
distribuţii şi alte transformări), T. Ishihara (1961), Gheorghe Marinescu şi
Constantin Tudor (1967).

Scopul acestei cărţi este de a-l introduce pe cititor ı̂n teoria celor mai
importante transformări care sunt utilizate ı̂n cursurile de matematică, fizică,
ştiinţe inginereşti şi de a-l familiariza cu metodele de rezolvare cu ajutorul
acestor transformări a ecuaţiilor diferenţiale, cu derivate parţiale, integrale
sau cu diferenţe.

Capitolul 1 conţine preliminarii necesare dezvoltării teoriei şi aplicaţiilor
transformărilor integrale. Sunt prezentate spaţiile de funcţii integrabile care
admit transformate, seriile Fourier şi implicarea lor ı̂n istoria definirii trans-
formării Fourier. Deoarece majoritatea transformatelor sunt funcţii de una
sau mai multe variabile complexe (cu semnificaţia de frecvenţă a semnalelor),
un paragraf este destinat celor mai importante noţiuni şi tehnici din teoria
funcţiilor complexe. Elementele de teoria distribuţiilor care ı̂ncheie capitolul
sunt motivate de importanţa şi extinderea utilizării transformatelor Fourier şi



Laplace ale distribuţiilor.
Transformarea Fourier este studiată ı̂n Capitolul 2. Sunt expuse prin-

cipalele proprietăţi ale transformatelor funcţiilor absolut integrabile şi apoi
pentru funcţiile rapid descrescătoare, inclusiv formula de inversiune. Un para-
graf include aplicaţii ale transformării Fourier (Teorema de eşantionare WKS
şi relaţia de incertitudine). Studiul este completat cu transformarea Fourier
discretă şi transformarea Fourier a distribuţiilor temperate.

Capitolul 3 este dedicat transformării Laplace. Principalele proprietăţi
(liniaritate, asemănare, ı̂ntârziere, deplasare, derivarea şi integrarea originalu-
lui şi a imaginii, convoluţie) sunt expuse ı̂mpreună cu exemple care ilustrează
acţiunea şi aplicaţiile lor. Urmează metode de determinare a originalului
şi aplicaţii ale transformării Laplace la rezolvarea problemei Cauchy pentru
ecuaţii şi sisteme de ecuaţii diferenţiale, la ecuaţii integrale de tip Volterra sau
ı̂n studiul circuitului RLC.

Capitolul 4 prezintă transformarea Z cu proprietăţile corespunzătoare celor
ale transformării Laplace, completate cu teoremele produsului imaginilor şi ale
valorilor iniţiale şi finale. Metodele specifice de determinare a originalului şi
aplicaţii la ecuaţii cu diferenţe şi la sistemele comandate discrete sunt urmate
de probleme rezolvate şi propuse.

Capitolul 5 are un rol complementar, prezentând succint alte transformări
care nu sunt studiate ı̂n cursurile de matematici speciale, dar au aplicaţii ı̂n
inginerie (procesarea semnalelor sau a imaginilor etc.). Lista lor cuprinde
transformările Mellin, Hankel, Hilbert, Z bilaterală, Walsh, Haar, Laplace
bilaterală hibridă. Pentru a facilita rezolvarea problemelor cu instrumentele
calculului operaţional, ı̂n anexe sunt date transformatele Fourier, Laplace şi Z
ale principalelor funcţii original care apar ı̂n aplicaţii.

Textul are un caracter autoconţinut realizat prin prezentarea noţiunilor
preliminare ı̂n primul capitol şi prin explicarea şi demonstrarea rezultatelor
expuse. Cititorul care deţine cunoştinţele de bază ale analizei matematice
poate să ı̂nţeleagă şi să aplice tehnicile transformărilor integrale şi discrete,
având la dispoziţie numeroase exemple, aplicaţii şi probleme rezolvate. Cartea
se adresează cadrelor didactice şi studenţilor de la studiile de licenţă, masterat
sau doctorat, precum şi cercetătorilor din domeniile matematicilor aplicate,
automatică, electronică, inginerie electrică etc.

Autorii
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Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Spaţii de funcţii integrabile

1.1.1 Spaţiul Hilbert al funcţiilor de pătrat integrabil

Fie H un spaţiu vectorial peste R sau C. Se numeşte produs scalar pe H o
aplicaţie < . , . >: H ×H → C cu proprietăţile:

1. (x, x) > 0, (x, x) = 0 ⇔ x = 0
2. (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)
3. (αx, y) = α(x, y)

4. (x, y) = (y, x).

Propoziţia 1.1.1 (inegalitatea lui Schwarz).

|(x, y)| 6 ∥x|∥ · ∥y∥.

Pentru demonstraţie observăm că rezultatul este evident dacă y = 0. Pentru
y ̸= 0 scriem că

< x+ λy, x+ λy > > 0.

Alegând λ = −< x, y >

∥y∥2
se obţine exact concluzia. Pe baza acestei inegalităţi

rezultă că aplicaţia

∥x∥ =
√

(x, x)

este o normă, adică are proprietăţile:

1. ∥x∥ > 0, ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0
2. ∥αx∥ = |α|∥x∥
3. ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.

5



6 CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

Tot pe baza inegalităţii lui Schwarz deducem că, pentru x ̸= 0 şi y ̸= 0 are

loc
| < x, y > |
∥x∥∥y∥

∈ [−1, 1]. Această observaţie permite definirea unghiului a doi

vetori nenuli din H ca unicul α ∈ [0, π] pentru care:

cosα =
| < x, y > |
∥x∥∥y∥

În particular, vom spune că vectorii nenuli x, y sunt ortogonali dacă < x, y >=
0. Existenţa normei permite introducerea următoarelor noţiuni:

Un şir xn ∈ H se numeşte convergent la x ∈ H dacă ∀ε > 0 ∃nε ∈ N
astfel ca

∥xn − x∥ < ε, ∀n > nε.

Un şir xn ∈ H se numeşte Cauchy sau fundamental, dacă ∀ε > 0 ∃nε ∈ N
astfel ca:

∥xn − xn+p∥ < ε, ∀n > nε,∀p ∈ N.

Se arată imediat că orice şir convergent este Cauchy. Dacă reciproc, orice
şir Cauchy este convergent atunci spaţiul se numeşte complet. Un spaţiu cu
produs scalar complet se numeşte Hilbert.

Exemplul 1.1.1. Spaţiile Rn sau Cn sunt spaţii Hilbert faţă de produsul
scalar:

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Exemplul 1.1.2. Spaţiul l2 = {(xn), n ∈ N, xn ∈ R sau C,
∞∑
n=0

|xn|2 <∞}

este spaţiu Hilbert faţă de produsul scalar:

(x, y) =

∞∑
n=0

xnyn.

Definiţia este corectă , căci din inegalitatea |xnyn| 6
1

2
(|xn|2 + |yn|2), rezultă

că seria este absolut convergentă.
Prin mulţime neglijabilă ı̂nţelegem că pentru fiecare ε > 0 mulţimea poate

fi acoperită cu un şir intervale a căror lungime totală este < ε . De exemplu
o mulţime cel mult numărabilă de numere reale este neglijabilă.

Fie I ⊆ R un interval. Vom spune că două funcţii (măsurabile) f, g : I → C
sunt egale aproape peste tot (prescurtat a. p. t.) dacă mulţimea {x ∈ I|f(x) ̸=
g(x)} este neglijabilă. f = g a. p. t. este o relaţie de echivalenţă. Se notează
cu Lp(I) pentru p ∈ [1,+∞) mulţimea claselor de funcţii măsurabile pe I, cu
proprietatea: ∫

I
|f(x)|pdx < +∞.
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Pentru p = 2 se obţine spaţiul L2(I), care este spaţiu Hilbert faţă de produsul
scalar. Funcţiile din L2(I) se numesc funcţii de pătrat integrabil.

(f, g) =

∫
I
f(x)g(x)dx. (1.1)

Inegalitatea Schwarz devine ı̂n acest caz:∣∣∣∣∫
I
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ 6
√∫

I
|f(x)|2 dx

√∫
I
|g(x)|2dx.

Convergenţa ı̂n norma spaţiului L2(I) se numeşte ı̂n medie pătratică.
Dacă ı̂n particular H este un spaţiu de funcţii, reamintim alte tipuri de

convergenţă.
Şirul fn converge punctual la f , dacă ∀x ∈ [a, b], şirul numeric fn(x)

converge la f(x), adică:

∀x ∈ [a, b],∀ε > 0,∃nε,x, astfel ı̂nĉıat |fn(x)− f(x)| < ε.

Şirul fn converge uniform la f , dacă:

∀ε > 0,∃nε, astfel ı̂nĉıat |fn(x)− f(x)| < ε, ∀x ∈ [a, b].

Să observăm că dacă un şir converge uniform, atunci converge şi ı̂n medie
pătratică. Din convergenţa ı̂n medie pătratică nu rezultă nici convergenţa
uniformă nici cea simplă.

Este evident faptul că mulţimea tuturor funcţiilor continue pe [a, b], notată
C[a, b], satisface C[a, b] ⊂ L2[a, b]. Spaţiul L2[a, b] mai conţine:

• funcţii continue pe porţiuni, pentru care există o partiţie a intervalului
[a, b], a = x0 < x1 < . . . < xn = b astfel ca

i. f să fie continuă pe (xk, xk+1)

ii. există limitele laterale f(x0+0), · · · , f(xk−0), f(xk+0), · · · , f(xn−0)
finite.

• funcţii monotone pe porţiuni pentru care există o partiţie a intervalului
[a, b], a = x0 < x1 < . . . < xn = b astfel ca

i. f să fie monotonă pe (xk, xk+1).

ii. f este mărginită.

Să vedem câteva exemple de funcţii din aceste clase. Considerăm

f(x) =

{
x sin 1

x x ̸= 0
0 x = 0
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1

0

0,5

-0,5

0,5

x

10

-1

-0,5-1

0,8

0,4

0,6

0,2

-0,2
x

10,5-0,5-1
0
0

sin 1
x x sin 1

x

Figura 1.1:

Funcţia este continuă pe [−π, π], mărginită, dar nu este monotonă pe porţiuni.

Funcţia f(x) =
1

x
este monotonă pe porţiuni, dar nu este mărginită şi nu

este din L2(I), dacă 0 ∈ I.

O funcţie măsurabilă f : R → C integrabilă pe orice interval mărginit
[a, b] ⊂ R se numeşte local integrabilă. Notăm mulţimea claselor de astfel de
funcţii cu L1

loc(R).
Evident că dacă f este integrabilă pe R, atunci ea este din L1

loc(R), dar
există funcţii local integrabile pe R, care nu sunt integrabile: de exemplu
funcţia constantă 1 este local integrabilă dar nu este integrabilă pe R.

1.1.2 Produs de convoluţie

Definiţia 1.1.1. Date două funcţii măsurabile f, g : R → C, numim produs
de convoluţie funcţia:

(f ⋆ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y) dy.

dacă integrala există măcar pentru aproape orice x .

Evident, dacă facem schimbarea de variabilă x− y = u, atunci

(f ⋆ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y) dy =

∫ ∞

−∞
f(x− u)g(u) du = (g ⋆ f)(x)
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deci dacă există, produsul de convoluţie este comutativ. Indicăm trei situaţii
uzuale ı̂n care produsul de convoluţie există şi este o funcţie local integrabilă
pe R.

• Dacă f, g : R → C sunt integrabile, atunci f ⋆ g există şi este o funcţie
integrabilă; ı̂ntr-adevăr, ∫ ∞

−∞
|f ⋆ g|(x) dx =

=

∫ ∞

−∞
|
∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y) dy| dx 6

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(y)||g(x− y)| dy dx =

=

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx

∫ ∞

−∞
|g(y − x)| dt =

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx

∫ ∞

−∞
|g(u)| du <∞.

• Dacă f, g : R → C, f, g ∈ L1
loc(R) şi f(x) = g(x) = 0, x < 0, atunci f ⋆ g

există şi f ⋆ g ∈ L1
loc(R).

Să observăm pentru ı̂nceput, că∫ ∞

−∞
f(x)g(x− y) dx =

∫ x

0
f(y)g(x− y) dy

deci f ⋆ g există şi (f ⋆ g)(x) = 0 pentru x < 0. Pentru a arăta că este o
funcţie local integrabilă, fie A > 0 şi să calculăm

|
∫ A

0
(f ⋆ g)(x) dx| 6

∫ A

0

∫ t

0
|f(y)||g(x− y)| dx dy =

=

∫ A

0
|f(y)| dy

∫ A

y
|g(x− y)| dx =

∫ A

0
|f(y)| dy

∫ A−y

0
|g(u)| du < +∞,

deci f ⋆ g este local integrabilă.

• Dacă f, g : R → C sunt local integrabile şi una dintre funcţii are suport
compact, atunci f ⋆ g ∈ L1

loc(R).

Într-adevăr, presupunem că supp f ⊂ [−A1, A1]; atunci∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y) dy =

∫ A1

−A1

f(y)g(x− y) dy
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există şi deci produsul de convoluţie este bine definit; fie acum A > 0;
să arătăm că produsul este integrabil pe [−A,A].

|
∫ A

−A

∫ A1

−A1

f(y)g(x− y) dxdy| 6
∫ A

−A

∫ A1

−A1

|f(y)||g(x− y)| dydx =

=

∫ A1

−A1

|f(y)|dy
∫ A

−A
|g(x− y)|dx =

∫ A1

−A1

|f(y)|dy
∫ A−y

−A−y
|g(u)| du 6

6
∫ A1

−A1

|f(y)| dy
∫ A+A1

−A−A1

|g(u)| du <∞

de unde afirmaţia.

Dacă f, g, h se ı̂ncadrează ı̂ntr-una din situaţiile de mai sus, atunci produsul
de convoluţie există şi este asociativ, adică:

(f ⋆ g) ⋆ h = f ⋆ (g ⋆ h) (1.2)

ceea ce rezultă prin schimbarea ordinii de integrare.

1.2 Serii Fourier

Aproximarea funcţiilor prin ”suprapunere de armonice” este un procedeu larg
utilizat ı̂n electronică şi conduce la noţiunea de transformată Fourier. Fizic,
aceasta reprezintă o trecere de la semnale ı̂n timp la spectrele ı̂n frecvenţă. O
clasă suficient de generală de funcţii, printre care şi cele monotone pe porţiuni,
poate fi aproximată cu serii trigonometrice, iar procedeul este datorat lui
Fourier.

Serii Fourier ı̂n spaţii Hilbert

FieH un spaţiu Hilbert. Considerăm un sistem ortonormat, adică o familie
{e0, e1, · · · , en} cu proprietăţile

(ei, ej) =

{
1 i = j
0 i ̸= j

, ∀i, j = 0, . . . , n.

Problemă de aproximare. Pentru f ∈ H să determinăm ck, k =

0, · · · , n, astfel ca dacă y =
n∑

k=0

ckek, norma ∥f − y∥ să fie minimă. Au loc:

∥f−y∥2 = (f−
n∑

k=0

ckek, f−
n∑

k=0

ckek) = (f, f)−
n∑

k=0

ck(ek, f)−
n∑

k=0

ck(f, ek)+
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+
n∑

k=0

ckck(ek, ek) = (f, f)+
n∑

k=0

(
|(f, ek)|2 − ck(ek, f)− ck(f, ek) +

∑
|ck|2

)
−

−
n∑

k=0

|(f, ek)|2 = (f, f) +
n∑

k=0

(|(f, ek)− ck|2)−
n∑

k=0

|(f, ek)|2.

Deci

∥f − y∥2 = (f, f) +

n∑
k=0

(|(f, ek)− ck|2)−
n∑

k=0

|(f, ek)|2. (1.3)

Norma este minimă dacă ck = (f, ek), iar elementul căutat este:

y =
n∑

k=0

(f, ek)ek

şi reprezintă proiecţia lui f pe subspaţiul generat de e0, e1, . . . , en.

Inegalitatea lui Bessel. Dacă ı̂n (1.3) ı̂nlocuim ck = (f, ek), avem:

∥f − y∥2 = (f, f)−
n∑

k=0

|(f, ek)|2

de unde deducem

∥f∥2 >
n∑

k=0

|(f, ek)|2. (1.4)

inegalitate care se numeşte inegalitatea lui Bessel.
Dacă sistemul ortonormat este infinit e0, e1, . . . , en, . . . pentru orice n fixat

se obţine o cea mai bună aproximare de forma sn =

n∑
k=0

(f, ek)ek. De fapt sn

este şirul sumelor parţiale pentru seria

∞∑
k=0

(f, ek)ek. (1.5)

Seria (1.5) se numeşte seria Fourier asociată lui f , iar

ck = (f, ek) (1.6)

se numesc coeficienţii Fourier. Spunem că seria (1.5) converge ı̂n H la s dacă

şirul sumelor parţiale converge ı̂n H la s. Notăm s =

∞∑
k=0

(f, ek)ek.

Ne punem problema să studiem ı̂n ce cazuri seria Fourier a elementului
s are ca sumă pe acesta şi ce proprietăţi suplimentare de convergenţă se pot
stabili.
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Propoziţia 1.2.1. Dacă e0, e1, . . . , en, . . . este un sistem ortogonal, atunci
∞∑
n=0

en converge (̂ın H) dacă şi numai dacă

∞∑
n=0

∥en∥2 converge (serie cu ter-

meni pozitivi).

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă imediat, dacă ţinem cont de relaţia

∥en+1+ · · ·+em∥2 = (en+1+ · · ·+em, en+1+ · · ·+em) = ∥en+1∥2+ · · ·+∥em∥2,

pentru m > n.

Teorema 1.2.1. Seria Fourier (1.5) converge ı̂ntotdeauna ı̂n H.

Demonstraţie. Din propoziţia precedentă, seria
∞∑
k=0

(f, ek)ek converge dacă

şi numai dacă
∞∑
k=0

|(f, ek)|2 converge, iar seria numerică din membrul al doilea

este convergentă din inegalitatea lui Bessel.

Teorema 1.2.2. Fie e1, e1, . . . , en, . . . un sistem ortonormat. Atunci urmă-
toarele afirmaţii sunt echivalente.

1. f =
∞∑
k=0

(f, ek)ek

2. ∥f∥2 =
∞∑
k=0

|(f, ek)|2.

Demonstraţie. Să demonstrăm 1 ⇒ 2. Are loc

∥f∥2 = (

∞∑
k=0

(f, ek)ek,

∞∑
k=0

(f, ek)ek) =

∞∑
k=0

|(f, ek)|2

deci 2 este adevărată.

Pentru afirmaţia 2 ⇒ 1, avem

∥f −
∞∑
k=0

(f, ek)ek∥ = ∥f∥2 −
∞∑
k=0

∥(f, ek)|2,

de unde deducem

∥f∥2 =
∞∑
k=0

|(f, ek)|2. (1.7)

Relaţia (1.7) se numeşte egalitatea lui Parseval.
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Teorema 1.2.3. Următoarele afirmaţii sunt echivalente
1. Pentru orice f ∈ H, are loc:

f =

∞∑
n=0

(f, en)en.

2. Dacă g ∈ H are proprietatea (g, en) = 0, ∀n ∈ N, atunci g = 0.

Demonstraţie. Arătăm că 1 ⇒ 2. Fie g ∈ H, astfel ca (g, en) = 0. Atunci
seria sa Fourier este 0, deci:

g =

∞∑
n=0

(g, en)en = 0.

2 ⇒ 1. Dacă f ∈ H şi

∞∑
n=0

(f, en)en este seria Fourier asociată, atunci:

(f −
∞∑
n=0

(f, en)en, en) = (f, en)− (f, en) = 0

deci are loc:

f =

∞∑
n=0

(f, en)en.

Observaţia 1.2.1. Dacă g0, g1, . . . , gn, . . . este un sistem ortogonal iar gn ̸= 0,
∀n, atunci

en =
gn
∥gn∥

devine un sistem ortonormat. Seria Fourier asociată este

∞∑
n=0

(f, en)en =
∞∑
n=0

(f,
gn

∥gn∥
)
gn

∥gn∥
=

∞∑
n=0

(f, gn)

∥gn∥2
gn. (1.8)

Deci coeficienţii Fourier ı̂n acest caz sunt

(f, gn)

∥gn∥2
. (1.9)

Serii Fourier clasice (trigonometrice)

În spaţiul L2[−π, π], sistemul de funcţii 1, cos t, sin t, . . . , sinnt, cosnt, . . .
unde n ∈ N, este ortogonal, relativ la produsul scalar:

(f, g) =

∫ π

−π
f(t)g(t) dt.
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Se demonstrează uşor egalităţile

(cosnt, cosmt) = (sinnt, sinmt) = 0,∀m ̸= n,m, n ∈ N

(sinmt, cosnt) = 0, ∀m,n ∈ N

∥1∥2 = 2π, ∥ cosnt∥2 = π, ∥ sinnt∥2 = π.

Înlocuind ı̂n (1.8), găsim seria Fourier asociată funcţiei f

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1.10)

unde 
an =

1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2 . . .

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx, n = 1, 2 . . .

(1.11)

sunt coeficienţii Fourier. Coeficienţii formează spectrul discret al lui f .

Observaţia 1.2.2. Dacă f este o funcţie pară, rezultă bn = 0, iar dacă f este
impară an = 0.

Deorece funcţia din formula (1.10) este definită pe R şi periodică se pune
problema egalităţii seriei din (1.10), cu funcţia iniţială pe R. În acest caz se
prelungeşte f prin periodicitate, astfel

f(x) =



· · ·
f(x+ 2π), x ∈ (−3π,−π)

f(π) + f(−π)
2

, x = −π
f(x) x ∈ (−π, π)

f(π) + f(−π)
2

, x = π

f(x− 2π), x ∈ (π, 3π)
· · ·

Dacă f este o funcţie de perioadă 2π, atunci ı̂n formulele (1.11) se poate
face integrarea pe orice interval de lungime 2π.

Egalitatea lui Parseval devine, ı̂nlocuind ı̂n (1.7):∫ π

−π
f2(x)dx = π(

a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n)). (1.12)
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Serie Fourier de cosinusuri
Fie f : [0, π) → R şi fp prelungirea prin paritate, adică:

fp(x) =

{
f(x, ) x ∈ [0, π)
f(−x), x ∈ (−π, 0).

Atunci coeficienţii Fourier sunt: an =
1

π

∫ π

−π
fp(x) cosnx dx =

2

π

∫ π

0
f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . .

bn = 0.

Serie Fourier de sinusuri
Fie f : [0, π) → R şi fi prelungirea prin imparitate, adică:

fi(x) =

{
f(x), x ∈ [0, π)
−f(−x), x ∈ (−π, 0).

Atunci coeficienţii Fourier sunt: an = 0

bn =
1

π

∫ π

−π
fi(x) cosnx dx =

2

π

∫ π

0
f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . .

Are loc următoarea generalizare. Dacă f : [−l, l) → R, l > 0, se consideră
sistemul ortogonal

1, cos
πx

l
, sin

πx

l
, . . . , cos

nπx

l
, sin

nπx

l
, . . .

căruia i se ataşează seria Fourier:

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l
) (1.13)

unde coeficienţii Fourier sunt daţi de:
an =

1

l

∫ l

−l
f(x) cos

nπx

l
dx

bn =
1

l

∫ l

−l
f(x) sin

nπx

l
dx.

(1.14)

Serii Fourier sub formă complexă

Familia
ei nt, n ∈ Z, i2 = −1
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formează un sistem ortogonal ı̂n L2[−π, π]; ı̂ntr-adevăr:∫ π

−π
ei nt ei nt dt =

ei (n−m)t

n−m

∣∣π−π = 0

iar norma este:

∥ei nt∥2 =
∫ π

−π
|ei nt|2 dt = 2π.

Fie f : [−π, π) → C. Înlocuim ı̂n (1.8) şi obţinem seria Fourier bilaterală

+∞∑
n=−∞

cne
i nt (1.15)

unde coeficienţii cn sunt daţi de:

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−i nx dx. (1.16)

Să stabilim legătura dintre seriile (1.10) şi (1.15); dacă folosim definiţia

exponenţialei ı̂n complex ei nt = cosnt+ i sinnt, avem imediat c0 =
a0
2

şi:

cne
i nt + c−ne

−i nt = (cn + c−n) cosnt+ i(cn − c−n) sinnt =

=
1

2π

∫ π

−π
(e−i nx + ei nx)f(x) dx cosnt+

+i
1

2π

∫ π

−π
(e−i nx − ei nx)f(x) dx sinnt =

= an cosnt+ bn sinnt.

Observăm că suma parţială a seriei (1.10) coincide cu suma parţială simetrică
a seriei (1.15). De asemenea seria (1.15) poate fi simetric convergentă, ı̂n
sensul că există

lim
n→∞

n∑
k=−n

cke
i kt

dar nu este convergentă, adică nu există

lim
n→∞,m→∞

n∑
k=−m

cke
i kt.

În cazul seriilor sub forma complexă, egalitatea lui Parseval devine:∫ π

−π
|f(x)|2dx = 2π

∞∑
n=−∞

|cn|2. (1.17)
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Să mai observăm că dacă

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ C

este o serie de puteri şi calculăm acestă serie pe cercul unitate, adică pentru
z = einθ avem

f(z) =

∞∑
n=0

(an cosnθ + bn sinnθ),

deci se obţine o serie Fourier. Dacă raza de convergenţă este > 1, atunci seria
Fourier este convergentă.

Convergenţa unei serii Fourier ı̂ntr-un punct şi pe o mulţime

Fie f o funcţie periodică şi seria sa Fourier asociată sub forma (1.15).
Evaluăm şirul sumelor parţiale.

sm,n(t) =

n∑
k=−m

cke
ikt =

1

2π

n∑
k=−m

∫ π

−π
f(x)e−i kx dxei kt =

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)

n∑
k=−m

ei k(t− x) dx =

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−i m(t− x) 1− ei (t− x)(n+m+ 1)

1− ei (t− x)
dx =

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)

e−i m(t− x) − ei (t− x)(n+ 1)

e

j

2
(t− x)

e− i

2
(t− x)

− e

i

2
(t− x)

 dx =

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)

e
−i (t− x)(m+

1

2
)
− e

i (t− x)(n+
1

2
)

e
− i

2
(t− x)

− e

i

2
(t− x)

dx =

=
1

2π

∫ π

−π
f(t+ u)

e
iu(m+

1

2
)
− e

−iu(n+
1

2
)

e
i
u

2 − e
−i
u

2

du =

=
1

4πi

∫ π

−π
f(t+ u)

eiu(m+ 1
2
) − e−iu(n+ 1

2
)

sin u
2

du.

Dacă aplicăm calculul precedent funcţiei identic 1, găsim:
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1 =
1

4πi

∫ π

−π

eiu(m+ 1
2
) − e−iu(n+ 1

2
)

sin u
2

du

şi prin scădere avem:

sm,n(t)− f(t) =
1

4πi

∫ π

−π
(f(t+ u)− f(t))

eiu(m+ 1
2
) − e−iu(n+ 1

2
)

sin u
2

du. (1.18)

Dacă ı̂n (1.18) punem m = n, obţinem:

sn(t)− f(t) =
1

2π

∫ π

−π
(f(t+ u)− f(t))

sin 2n+1
2 u

sin u
2

du. (1.19)

În practică intervin următoarele situaţii.

• Dacă f are ı̂n t0 derivată finită, atunci

lim
m,n→∞

sm,n(t0) = f(t0).

• Dacă f are ı̂n t0 punct de discontinuitate de speţa I şi există f ′(t0 +
0), f ′(t0 − 0), sumele parţiale simetrice ale seriei Fourier converg şi

lim
m,n→∞

sm,n(t0) =
f(t0 + 0) + f(t0 − 0)

2
.

• Criteriul Dirichlet Dacă f : [−π, π) → R este monotonă pe porţiuni
şi este mărginită, atunci pentru orice t0 ∈ (−π, π) are loc:

f(t0 + 0) + f(t0 − 0)

2
=
ao
2

+
∞∑
n=1

(an cosnt0 + bn sinnt0).

În particular, dacă f este continuă ı̂n t0, atunci suma seriei Fourier coincide
cu valoarea funcţiei.

Aplicaţia 1.2.1. Să dezvoltăm ı̂n serie de sinusuri funcţia

f(t) =
π − t

2
, 0 6 t < π.

Prelungirea prin imparitate este

fi(t) =


π−t
2 t ∈ (0, π]

0 t = 0
−π+t

2 t ∈ [−π, 0).
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Figura 1.2: Fenomenul Gibbs

Evident că an = 0, iar

bn =
2

π

∫ π

0

π − t

2
sinnt dt =

2

π
(−π − t

2

cosnt

n
|π0 +

1

2

∫ π

0

cosnt

n
dt) =

1

n
.

Deci are loc scrierea

f(t) =

∞∑
n=1

sinnt

n
, t ∈ (−π, π).

Aplicaţia 1.2.2. (fenomenul Gibbs) Să dezvoltăm ı̂n serie Fourier

f(x) =


−1 −π < x < 0
0 x = 0
1 0 < x < π.

Funcţia este impară, avem deci an = 0 şi

bn =
2

π

∫ π

0
sinnx dx = − 2

nπ
cosnx|π0 =

2

nπ
(1− (−1)n).
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Deci b2n = 0 şi b2n+1 =
4

(2n+ 1)π
. Rezultă egalitatea

f(x) =


∞∑
n=0

4

(2n+ 1)π
sin(2n+ 1)x x ∈ (−π, π) \ {0}

0 x = 0.

Să aproximăm funcţia cu şirul sumelor parţiale. Dacă n = 0, avem

f(x) ≈ 4

π
sinx

pentru n = 1

f(x) ≈ 4

π
(sinx+

1

3
sin 3x).

Reprezentăm aceste funcţii şi obţinem graficul de mai sus. Se poate demonstra
că limita ordonatei primului maxim, pentru n→ ∞ ȩste aproximativ 1, 17.

Teorema 1.2.4 (Fejer). Dacă f : R → R este continuă şi periodică de
perioadă 2π, atunci şirul mediilor aritmetice ale lui sk converge uniform la f ,
adică

σn =
s0 + s1 + · · ·+ sn

n+ 1
→ f, uniform pe (−π,+π).

Demonstraţie. Avem:

σn(t) =
1

n+ 1

1

2π

n∑
k=0

∫ π

−π
f(t+ u)

sin 2k+1
2 u

sin u
2

du =

=
1

2π(n+ 1)

∫ π

−π
f(t+ u)

n∑
k=0

sin 2k+1
2 u sin u

2

sin2 u
2

du =

=
1

2π(n+ 1)

∫ π

−π
f(t+ u)

n∑
k=0

cos ku− cos(k + 1)u

2 sin2 u
2

du =

=
1

2π(n+ 1)

∫ π

−π
f(t+ u)

1− cos(n+ 1)u

2 sin2 u
2

du =

=
1

2π(n+ 1)

∫ π

−π
f(t+ u)

sin2 2n+1
2 u

2 sin2 u
2

du.

Evaluăm diferenţa

σn(t)− f(t) =
1

2π

∫ π

−π

f(t+ u)− f(t)

n+ 1

sin2 2n+1
2 u

2 sin2 u
2

du.
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Notăm φt(u) =
f(t+ u)− f(t)

n+ 1
şi Kn(u) =

sin2 2n+1
2 u

2 sin2 u
2

. Aplicăm modulul şi

majorăm, după care deducem:

|σn(t)− f(t)| 6 1

π

∫ π

−π
|φt(u)||Kn(u)| du.

Din continuitatea lui f , pentru orice ε > 0, există δ ∈ (0, π) astfel ca |φt(u)| <
ε, ∀u ∈ [−δ, δ] şi desfacem integrala de mai sus pe domeniile |u| 6 δ şi |u| > δ.
Obţinem

1

2π

∫
|u|6δ

|φt(u)||Kn(u)| du <
ε

2π

∫
|u|6δ

|Kn(u)| du

care tinde la 0, pentru ε→ 0. Iar∫
|u|>δ

|φt(u)||Kn(u)| du 6 1

2π

∫
|u|>δ

|φt(u)|
du

(n+ 1) sin2 δ
2

=
1

n+ 1
M

unde M reprezintă valoarea integralei. Urmează că şi aceasta tinde la 0, dacă
n tinde la infinit.

Consecinţe ale teoremei lui Fejer

Teorema 1.2.5. Dacă f este continuă şi 2π periodică, atunci seria Fourier
converge ı̂n medie pătratică la f .

Teorema 1.2.6. Dacă f este continuă şi 2π periodică, iar seria Fourier con-
verge uniform, atunci suma ei este f .

Să mai observăm că dacă seriile

∞∑
n=1

|an|,
∞∑
n=1

|bn|

sunt convergente, atunci folosind criteriul de majorare Weierstrass, rezultă că
seria Fourier este uniform convergentă.

Să ı̂ncheiem acest paragraf cu calculul facut de Fourier pentru stabilirea
formală a unei formule de reprezentare, care ı̂i poartă numele. Această formulă
stă la baza definiţiei transformatei Fourier.

Dacă f : R → R este o funcţie 2l-periodică, continuă pe porţiuni şi cu
derivate laterale finite ı̂n fiecare punct, atunci are loc o generalizare a situaţiei
anterioare

f(t− 0) + f(t+ 0)

2
=
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos
kπt

l
+ bk sin

kπt

l
), ∀t ∈ R
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unde:

ak =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

kπx

l
dx şi bk =

1

l

∫ l

−l
f(x) sin

kπx

l
dx

cu interpretarea că semnalul f este o suprapunere de oscilaţii armonice de
diverse ordine.

Dacă f nu este periodică, restrângem pe f la intervalul [−l, l) şi prelungim
prin periodicitate la R. Funcţia rezultată o notăm cu f1. Obţinem:

f1(t− 0) + f1(t+ 0)

2
=

1

2l

∫ l

−l
f(x) dx+

+

∞∑
k=1

(
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

kπx

l
dx

)
cos

kπt

l
+

(
1

l

∫ l

−l
f(x) sin

kπx

l
dx

)
sin

kπt

l
=

=
1

2l

∫ l

−l
f(x) dx+

∞∑
k=1

(
1

l

∫ l

−l
f(x)(cos

kπx

l
cos

kπt

l
+ sin

kπx

l
sin

kπt

l

)
dx =

=
1

2l

∫ l

−l
f(x) dx+

∞∑
k=1

1

l

∫ l

−l
f(x) cos

kπ(t− x)

l
dx =

=
1

2l

∫ l

−l
f(x) dx+

∞∑
k=1

1

2l

∫ l

−l
f(x)

(
ei

kπ(t−x)
l + ei

kπ(t−x)
l

)
dx.

Notăm ω = π
l şi rezultă

f1(t− 0) + f1(t+ 0)

2
=

1

2l

∞∑
k=−∞

∫ l

−l
f(x)eikω(t− x) dx =

1

2π

∞∑
k=−∞

∫ l

−l
f(x)eikω(t− x)ω dx.

Fie ωk = kω şi ω = kω − (k − 1)ω = ωk − ωk−1. Atunci formula precedentă
devine

f1(t− 0) + f1(t+ 0)

2
=

1

2π

∞∑
k=−∞

∫ l

−l
f(x)eikω(t− x)(ωk − ωk−1) dx.

În ipoteze suplimentare asupra lui f , dacă l tinde la ∞, formal rezultă
formula de reprezentare integrală Fourier, sau integrala Fourier.

f(t− 0) + f(t+ 0)

2
=

1

2π

∫ ∞

−∞
eiωt dω

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωx dx, ∀t ∈ R. (1.20)
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1.3 Funcţii complexe

Fie D un deschis conex (domeniu) D ⊆ C. Dacă se notează cu z = x+ iy ∈ D
variabila funcţiei, atunci valoarea funcţiei ı̂n punctul z va fi numărul complex

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z ∈ D ⊆ C

unde funcţiile reale

u(x, y) = Re f(z), v(x, y) = Imf(z)

reprezintă partea reală, respectiv imaginară a funcţiei complexe f .

1.3.1 Limite şi continuitate

Topologia planului complex fiind de fapt topologia spaţiului euclidian bidi-
mensional R2, noţiunile de limită şi continuitate se extind cu uşurinţă şi ı̂n
complex.

Definiţia 1.3.1. Fie z0 un punct de acumulare al mulţimii D ⊆ C. Funcţia f :
D → C are limita l ı̂n punctul z0 (se scrie lim

z→z0
f(z) = l) dacă este ı̂ndeplinită

una din următoarele afirmaţii echivalente:
1. pentru orice ε > 0 există η(ε, z0) astfel ı̂ncât ∀z ∈ D cu proprietatea

0 < |z − z0| < η avem |f(z)− l| < ε.
2. pentru orice vecinătate V a lui l există o vecinătate U a lui z0 astfel

ı̂ncât ∀z ∈ D ∩ U , avem f(z) ∈ V .
3. pentru orice şir (zn)n∈N ⊆ D cu lim

n→∞
zn = z0, şirul (f(zn))n∈N este

convergent şi lim
n→∞

f(zn) = l.

Propoziţia 1.3.1. lim
z→z0

f(z) = l = l1 + il2 dacă şi numai dacă

l1 = lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) şi l2 = lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y).

Definiţia 1.3.2. Fie z0 ∈ D un punct de acumulare al mulţimii D. Funcţia
f : D → C se numeşte continuă ı̂n z0 dacă (∃) lim

z→z0
f(z) = f(z0).

Funcţia f : D → C este continuă ı̂n punctul z0 dacă şi numai dacă oricare
ar fi ε > 0, există un δ(ε) > 0 astfel ı̂ncât pentru orice z ∈ D cu proprietatea
că |z − z0| < δ(ε) să avem |f(z)− f(z0)| < ε.

Propoziţia 1.3.2. Continuitatea funcţiei f ı̂n z0 este echivalentă cu continu-
itatea funcţiilor u , v ı̂n punctul (x0, y0).

Definiţia 1.3.3. Funcţia f : D → C este mărginită pe D dacă există o
constantă 0 < M <∞ astfel ı̂ncât |f(z)| 6M , ∀z ∈ D.
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1.3.2 Derivabilitate

Definiţia 1.3.4. Fie z0 ∈ D. Funcţia f : D → C este derivabilă (monogenă)
ı̂n z0 dacă:

(∃) lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

not
= f ′(z0)

(sau (∃) lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h

not
= f ′(z0)) şi este finită.

Definiţia 1.3.5. O funcţie f : D → C derivabilă ı̂n orice punct din D se
numeşte olomorfă (analitică) pe D.

Teorema 1.3.1. Fie f, g : D → C două funcţii complexe de variabilă com-
plexă. Dacă f şi g sunt monogene ı̂ntr-un punct z0 ∈ D , atunci şi funcţiile
f ± g , fg , f/g (g(z0) ̸= 0) sunt monogene ı̂n acest punct şi ı̂ntre derivatele
lor există relaţiile :

1.

[αf(z)]′z=z0
= αf ′(z0), α ∈ C

2.

[f(z)± g(z)]′z=z0
= f ′(z0)± g′(z0)

3.

[f(z)g(z)]′z=z0
= f ′(z0)g(z0) + f(z0)g

′(z0)

4. [
f(z)

g(z)

]′
z=z0

=
f ′(z0)g(z0)− f(z0)g

′(z0)

[g(z0)]2
.

Teorema 1.3.2. Fie D1, D2 ⊂ C două domenii şi f : D1 → C , g : D2 → C.
Dacă f este monogenă ı̂ntr-un punct z0 ∈ D1 şi g este monogenă ı̂n punctul
w0 = f(z0) ∈ D2 atunci funcţia compusă h = g ◦ f este monogenă ı̂n z0 şi
avem :

[h(z)]′z=z0
= g′(f(z0))f

′(z0).

Teorema 1.3.3 (Cauchy-Riemann). Fie f : D → C. f este monogenă ı̂n
z0 ∈ D, dacă şi numai dacă u , v sunt diferenţiabile ı̂n (x0, y0) iar derivatele
lor parţiale satisfac condiţiile:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0)

(1.21)
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numite condiţiile de monogenitate Cauchy-Riemann. În acest caz avem:

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i

∂u

∂x
(x0, y0). (1.22)

Observaţia 1.3.1. Orice funcţie monogenă ı̂ntr-un punct este continuă ı̂n
acel punct. Reciproca nu este adevărată.

Aplicaţia 1.3.1 Funcţia f(z) = z este continuă ı̂n orice punct z0 dar nu este
monogenă.

Corolarul 1.3.1. Dacă o funcţie este olomorfă ı̂ntr-un domeniu D şi are
derivata nulă, atunci ea este constantă ı̂n domeniul D.

Observaţia 1.3.2. Ca o consecinţă a teoremei Cauchy-Riemann, se poate
determina o funcţie olomorfă pe un domeniu, când i se cunoaşte partea reală
sau partea imaginară.

Aplicaţia 1.3.2. Să se determine funcţia olomorfă (pe C) f = u + iv ştiind
că

u(x, y) = ex cos y şi f(0) = 1.

Din prima condiţie a lui Cauchy-Riemann se obţine

∂u

∂x
= ex cos y ,

∂v

∂y
= ex cos y

ceea ce ı̂nseamnă că

v(x, y) =

∫
ex cos y dy = ex sin y + φ(x).

Din a doua condiţie a lui Cauchy-Riemann se obţine

∂u

∂y
= −ex sin y , ∂v

∂x
= ex sin y + φ′(x)

de unde rezultă că că φ′(x) = 0 adică φ(x) = c. Din condiţia f(0) = 1 rezultă
c = 0 şi deci expresia funcţiei este dată de

f(z) = ex cos y + iex sin y = ez.

1.3.3 Funcţii complexe elementare

Funcţiile complexe elementare sunt extensii la mulţimea C a funcţiilor definite
pe R.

Funcţia putere: f : C → C, f(z) = zn, n ∈ N

f(z) = zn = rn(cosnθ + i sinnθ).
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Funcţia polinomială: f : C → C, f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z+ a0,
n ∈ N, a0, a1, · · · , an ∈ C, an ̸= 0 este olomorfă pe C, iar derivata sa are
aceeaşi formă ca ı̂n cazul funcţiilor reale.

Funcţia raţională: f : {z ∈ C|Q(z) ̸= 0} → C, f(z) =
P (z)

Q(z)
este olomorfă

pe tot domeniul {z ∈ C|Q(z) ̸= 0} , iar derivata sa are aceeaşi formă ca ı̂n
cazul funcţiilor reale.

Funcţia radical de ordin n: f(z) = n
√
z, n ∈ N , n > 2

f(z) = n
√
z = n

√
r(cos θ + i sin θ) = n

√
r

(
cos

θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n

)

k = 0, n− 1. Funcţia radical nu este olomorfă pe tot planul C.
Funcţia exponenţială: f : C → C, f(z) = ez,

f(z) = ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y).

Funcţia exponenţială este olomorfă pe C, iar (ez)′ = ez ; ı̂n plus, este periodică
de perioada principală 2πi.

Funcţia logaritmică: f : C \ {0} → C, f(z) = ln z,

f(z) = ln z = ln(rei(θ+2kπ)) = ln r + ln ei(θ+2kπ) = ln r + i(θ + 2kπ)

unde k ∈ Z.
Funcţia putere generalizată: f : C \ {0} → C, f(z) = zα , α ∈ C

f(z) = zα = eα ln z.

Funcţii circulare (sinus şi cosinus):
sin z =

eiz − e−iz

2i

cos z =
eiz + e−iz

2

(formulele lui Euler). (1.23)

Funcţii hiperbolice:


sh z =

ez − e−z

2

ch z =
ez + e−z

2

(1.24)
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1.3.4 Integrarea funcţiilor complexe de variabilă complexă

Fie f : D → C şi o curbă de lungime finită Γ ⊂ D , ale cărei ecuaţii parametrice
sunt date de {

x = x(t)
y = y(t)

t ∈ [a, b], netedă sau netedă pe porţiuni, iar f continuă pe Γ, Luăm o diviziune
prin punctele a = t0 < t1 < · · · < tn = b şi notăm zk = x(tk) + iy(tk) ∈ Γ. Pe
fiecare arc ce uneşte zk−1 cu zk (1 6 k 6 n) alegem un punct ξk ∈ Γ. Formăm
sumele :

Sn(f, ξ, dn) =

n∑
k=1

f(ξk)(zk − zk−1).

Notăm µdn := max{|zk − zk−1|}. Dacă

lim
µdn→0

Sn(f, ξ, dn)

există, indiferent de alegerea punctelor ξk spunem că funcţia este integrabilă

de-a lungul curbei ı̂ntre a şi b şi se notează limita cu

∫
Γ
f(z)dz. Are loc∫

Γ
f(z)dz =

∫
Γ
[u(x, y) dx− v(x, y) dy] + i

∫
Γ
[u(x, y) dy + v(x, y) dx] .

(1.25)

Aplicaţia 1.3.3. Să se calculeze I =

∫
Γ
z dz de la z = 0 la z = 4 + 2i de-a

lungul curbei Γ dată de z = t2 + it.
Pentru z = 0 şi z = 4 + 2i pe curba Γ avem t = 0 şi t = 2.

I =

∫ 2

0
(t2 − it) d(t2 + it) =

∫ 2

0
(2t3 + t− it) dt = 10− 8i

3
.

Fie Γ : |z − z0| = r ; atunci I =

∫
Γ

dz

z − z0
= 2πi . Se ştie că z − z0 = reiθ,

θ ∈ [0, 2π] dz = rieiθdθ , deci se obţine : I =

∫ 2π

0
idθ = 2πi.

Lungimea drumului de integrare Γ: z = z(t), t ∈ [a, b] este dată de formula:

L(Γ) =

∫ b

a
|z′(t)| dt.

Fie D ⊂ C, o curbă Γ ⊂ D , netedă sau netedă pe porţiuni şi f : D → C
continuă pe Γ . Fie M = sup

z∈Γ
|f(z)|. În aceste condiţii avem∣∣∣∣∫
Γ
f(z)dz

∣∣∣∣ 6ML(Γ).
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Teorema 1.3.4 (teorema fundamentală a lui Cauchy). Fie D un dome-
niu simplu conex iar f : D → C , f ∈ C1(D).

Atunci

∫
Γ
f(z)dz = 0 , oricare ar fi curba Γ simplă, ı̂nchisă, netedă sau

netedă pe porţiuni, situată ı̂n ı̂ntregime ı̂n D.

Definiţia 1.3.6. O mulţime deschisă şi conexă a cărei frontieră este formată
din mai multe curbe ı̂nchise se numeşte multiplu conexă.

Observaţia 1.3.3. În cazul ı̂n care domeniul este multiplu conex se utilizează
generalizarea teoremei fundamentale a lui Cauchy.

Teorema 1.3.5 (generalizarea teoremei fundamentale a lui Cauchy).
Dacă :

a) D este un domeniu multiplu conex delimitat de curba Γ0 ı̂n exterior şi
curbele Γk 1 6 k 6 n ı̂n interior, netede sau netede pe porţiuni, care sunt
frontiere ale unor domenii mărginite Dk;

b) f : D → C este olomorfă pe D, atunci:∫
Γ0

f(z)dz =

∫
Γ1

f(z)dz +

∫
Γ2

f(z)dz + · · ·+
∫
Γn

f(z)dz. (1.26)

Observaţia 1.3.4. Sensul pozitiv de parcurgere al unei curbe ı̂nchise este
sensul ı̂n care deplasându-ne de-a lungul curbei, domeniul delimitat de aceasta
rămâne ı̂n partea stângă (sensul trigonometric).

Teorema 1.3.6 (consecinţa teoremei lui Cauchy). Dacă :

a) D este un domeniu simplu conex ;

b) L1, L2 ⊂ D sunt două arce de curbă simple, netede sau netede pe porţiuni
care au aceleaşi extremităţi z0 şi z şi sunt orientate de la z0 la z ;

c) f : D → C , f este olomorfă pe D, atunci:∫
L1

f(z)dz =

∫
L1

f(z)dz.

Teorema 1.3.7 (formula integrală a lui Cauchy). Dacă:

a) D este un domeniu simplu conex;

b) f : D → C este olomorfă pe D , atunci oricare ar fi curba Γ situată ı̂n
ı̂ntregime ı̂n D, netedă sau netedă pe porţiuni şi oricare ar fi z ∈ ∆ domeniul
mărginit de Γ, are loc formula:

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(t)

t− z
dt. (1.27)
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Observaţia 1.3.5. Formula integrală a lui Cauchy este consecinţă directă
a teoremei integrale a lui Cauchy, obţinând o relaţie foarte importantă ı̂ntre
valorile funcţiei pe frontiera domeniului şi valorile funcţiei ı̂n interiorul dome-
niului.

Cu alte cuvinte, dacă funcţia este olomorfă pe un domeniu şi i se cunosc
valorile pe o curbă, formula integrală a lui Cauchy ne permite să calculăm
valorile funcţiei ı̂n orice punct din interiorul acelei curbe. Această proprietate
este specifică funcţiilor de variabilă complexă.

Aplicaţia 1.3.4. Să se calculeze integrala :

I =

∫
|z+i|=2

cos z

z(z − 3i)
dz.

Se aplică formula integrală a lui Cauchy şi se obţine

I = 2πi

(
cos z

z − 3i

)
|z=0 = −2π

3
.

Definiţia 1.3.7. Fie f : D → C o funcţie continuă şi Γ ⊂ D un arc de curbă
neted sau neted pe porţiuni. Funcţia

F (z) =

∫
Γ

f(t)

t− z
dt, ∀z ∈ C \ Γ (1.28)

se numeşte integrala de tip Cauchy.

Teorema 1.3.8. Funcţia F (z) (integrala de tip Cauchy) este olomorfă ı̂n C\Γ,
iar derivata sa se obţine derivând sub semnul de integrare ı̂n raport cu z:

F ′(z) =

∫
Γ

f(t)

(t− z)2
dt, ∀z ∈ C \ Γ. (1.29)

Teorema 1.3.9. Dacă :

a) D este un domeniu simplu conex :

b) f : D → C este olomorfă pe D;

c) Γ este o curbă simplă ı̂nchisă, netedă sau netedă pe porţiuni, situată ı̂n
ı̂ntregime ı̂n D, ı̂mpreună cu domeniul ∆ pe care ı̂l mărgineşte.

Atunci funcţia f este indefinit derivabilă (admite derivate de orice ordin)
pe D şi avem:

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(t)

(t− z)n+1
dt,∀z ∈ ∆. (1.30)
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Aplicaţia 1.3.5. Să se calculeze integrala:

I =

∫
|z−1|=3

z

(z − 2)3(z + 5)
dz.

I =
2πi

2!

[(
z

z + 5

)′′]
|z=2 =

10πi

27
.

Teorema 1.3.10 (Morera). Dacă :
a) D este un domeniu simplu conex,
b) f : D → C este continuă ı̂n D,
c) oricare ar fi curba Γ simplă, ı̂nchisă, netedă sau netedă pe porţiuni,

situată ı̂n ı̂ntregime ı̂n D are loc
∫
Γ f(z) dz = 0 atunci funcţia f este olomorfă

ı̂n D.

Teorema 1.3.11 (Liouville). Fie f : C → C o funcţie olomorfă şi mărginită
ı̂n tot planul complex. Atunci f este constantă.

1.3.5 Reprezentarea funcţiilor complexe prin serii

Se numeşte serie de numere complexe suma

∞∑
n=1

zn = z1 + z2 + · · ·+ zn + · · · (1.31)

unde zn ∈ C, ∀n > 1 .
Se spune că o serie numerică este convergentă şi are suma S dacă şirul

sumelor parţiale converge către S, ceea ce ı̂nseamnă că (∃) lim
n→∞

Sn = S, unde

Sn = z1 + z2 + · · · + zn ⇒
∞∑
n=1

zn = S . Altfel, seria se numeşte divergentă.

Seria

∞∑
n=1

zn, cu zn = xn + iyn este convergentă şi are suma S = X + iY dacă

şi numai dacă seriile reale

∞∑
n=1

xn şi

∞∑
n=1

yn sunt convergente şi au suma X,

respectiv Y .
Fie (fn)n>1 un şir de funcţii complexe, fn : D ⊂ C → C. Se numeşte

serie de funcţii complexe suma

∞∑
n=1

fn. O clasă importantă de serii de funcţii

o constituie seriile de puteri numite şi serii ı̂ntregi.

Definiţia 1.3.8. Se numeşte serie de puteri o serie de forma:

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)

2 + · · ·+ cn(z − z0)
n + · · ·
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unde z0, z, cn ∈ C pentru n > 0.

Seria Taylor

Fie f : D → C o funcţie olomorfă pe D şi z0 ∈ D un punct arbitrar. Seria

∞∑
n=0

cn(z− z0)
n = c0 + c1(z− z0) + c2(z− z0)

2 + · · ·+ cn(z− z0)
n + · · · (1.32)

unde

cn =
f (n)(z0)

n!

se numeşte seria Taylor a funcţiei f ı̂n jurul lui z0. Pentru z0 = 0 seria se
numeşte serie MacLaurin.

Teorema 1.3.12. Fie F : D ⊂ C → C o funcţie olomorfă pe D şi z0 ∈ D.
Fie ∆(z0, r) un disc deschis cu centrul ı̂n z0 şi rază r , a cărui frontieră o
notăm cu Γ.

Dacă ∆ := ∆∪Γ ⊂ D , atunci seria Taylor a funcţiei f ı̂n jurul punctului
z0 este convergentă pe ∆ şi oricare ar fi z din interiorul acestui disc are loc
egalitatea:

f(z) = f(z0) +
z − z0
1!

f ′(z0) + · · ·+ (z − z0)
n

n!
f (n)(z0) + · · ·

În mod firesc se pune ı̂ntrebarea dacă seria

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

este convergentă şi spre cine converge.

Teorema 1.3.13 (Abel). Pentru orice serie de puteri

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

există R ∈ [0,∞] , numit raza de convergenţă , astfel ı̂ncât seria converge ı̂n
discul |z| < R şi diverge ı̂n exteriorul său. În plus:

R =
1

lim supn→∞
n
√

|cn|
.

Definiţia 1.3.9. Orice funcţie olomorfă pe C se numeşte funcţie ı̂ntreagă.
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Observaţia 1.3.6. 1. Funcţiile polinomiale, exponenţiale, hiperbolice şi cir-
culare sunt ı̂ntregi.

2. Seria Taylor a unei funcţii ı̂ntregi ı̂n jurul oricărui punct din D are raza
de convergenţă R = ∞.

Aplicaţia 1.3.6. Funcţia f : C → C, f(z) = ez este olomorfă pe C şi
deci admite dezvoltare ı̂n serie Taylor ı̂n jurul oricărui punct din C. Cum
f (n)(z) = ez , (∀)n > 0 rezultă că

ez = ez0 +
z − z0
1!

ez0 + · · ·+ (z − z0)
n

n!
ez0 + · · ·

Pentru z0 = 0 se obţine

ez = 1 +
z

1!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · · (∀)z ∈ C.

Analog se obţin dezvoltările ı̂n serie MacLaurin ale altor funcţii ı̂ntregi:

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
+ · · ·+ (−1)n

z2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · , (∀)z ∈ C

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
+ · · ·+ (−1)n

z2n

(2n)!
+ · · · , (∀)z ∈ C

sh z = z +
z3

3!
+
z5

5!
+ · · ·+ z2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · , (∀)z ∈ C

ch z = 1 +
z2

2!
+
z4

4!
+ · · ·+ z2n

(2n)!
+ · · · , (∀)z ∈ C

Un rol important ı̂l au seriile geometrice:

1

1− z
= 1 + z + z2 + · · ·+ zn + · · · , pentru |z| < 1

1

1 + z
= 1− z + z2 − · · ·+ (−1)nzn + · · · , pentru |z| < 1.

Aplicaţia 1.3.7. Dezvoltaţi funcţia f : C \ {−i, i} → C, f(z) =
1

(1 + z2)2
ı̂n

serie Mac Laurin.

1

1 + z2
= 1− z2 + z4 − · · ·+ (−1)nz2n + · · ·

Se derivează :

− 2z

(1 + z2)2
= −2z + 4z3 − · · ·+ (−1)n2nz2n−1 + · · ·
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sau
1

(1 + z2)2
= 1− 2z2 − · · ·+ (−1)nnz2n−2 + . . .

Serii Laurent
Vom nota ∆(z0, r, R) := {z|r < |z − z0| < R} o coroană circulară. Fie f :
∆(z0, r, R) → C olomorfă pe D.

Definiţia 1.3.10. Se numeşte serie Laurent a funcţiei f centrată ı̂n z0 o serie
de forma:

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n =

= · · ·+ c−n

(z − z0)n
+ · · ·+ c−1

z − z0
+c0+c1(z−z0)+ · · ·+cn(z−z0)n+ · · · (1.33)

unde cn =
1

2πi

∫
Γ

f(t)

(z − z0)n+1
dt. (1.34)

Unei serii Laurent i se asociază două serii de funcţii :

∞∑
n=1

c−n(z − z0)
−n

care se numeşte partea principală şi

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

care se numeşte partea tayloriană.

Definiţia 1.3.11. Seria Laurent este convergentă ı̂ntr-un punct z din C dacă
partea principala şi partea tayloriană sunt convergente ı̂n punctul z.

Suma unei serii Laurent, convergentă ı̂ntr-un punct z este egală cu suma
părţii principale, la care se adaugă suma părţii tayloriene. O serie Laurent
este convergentă pe o coroană circulară ∆(z0, r, R) şi suma sa este olomorfă
pe această coroană circulară.

Teorema 1.3.14. Fie f : D ⊂ C → C o funcţie olomorfă pe D şi z0 ∈ D un
punct arbitrar.

Presupunem că {z ∈ C|r 6 |z − z0| 6 R} ⊂ D. Atunci funcţia admite o
dezvoltare ı̂n serie Laurent, convergentă pe acestă coroană şi oricare ar fi z ı̂n
interiorul ei are loc egalitatea :

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n
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unde

cn =
1

2πi

∫
Γ

f(t)

(t− z0)n+1
dt

Γ fiind un cerc cu centrul ı̂n z0 şi de rază ρ ∈ [r,R].

Aplicaţia 1.3.8. Dezvoltaţi funcţia f(z) =
ez

(z − 2)3
ı̂n serie Laurent ı̂n jurul

lui z0 = 2.
Notăm u = z − 2, ceea ce ı̂nseamnă că vom dezvolta ı̂n serie funcţia:

f(u) =
eu+2

u3
ı̂n jurul punctului u0 = 0.

f(u) = e2
eu

u3
= e2

1

u3

(
1 +

u

1!
+ · · ·+ un

n!
+ · · ·

)
=

= e2
[

1

(z − 2)3
+

1

(z − 2)2
1

2(z − 2)
+ · · ·+ (z − 2)n−3

n!
+ · · ·

]
.

Aplicaţia 1.3.9. Să se dezvolte ı̂n serie de puteri ale lui z funcţia f : C \

{2, 3} → C , f(z) =
1

(z − 2)(z − 3)
ı̂n coroana circulară 2 < |z| < 3.

f(z) =
1

z − 3
− 1

z − 2
= − 1

3(1− z
3)

− 1

z(1− 2
z )

=

= −1

3

(
1 +

z

3
+
z2

32
+ · · ·+ zn

3n
+ · · ·

)
−

−1

z

(
1 +

2

z
+

22

z2
+ · · ·++

2n

zn
+ · · ·

)
= −

∞∑
n=0

zn

3n+1
−

∞∑
n=1

2−n−1z−n.

1.3.6 Singularităţile unei funcţii complexe

Definiţia 1.3.12. Punctul z0 ∈ C este un punct singular al funcţiei f dacă
ı̂n orice vecinătate ∆(z0, r) = {z ∈ C, |z − z0| < r} a lui z0 se găsesc atât
puncte ı̂n care f este monogenă cât şi puncte ı̂n care f nu este monogenă sau
nu este definită.

Definiţia 1.3.13. Punctul z0 ∈ C se numeşte punct singular izolat al lui
f dacă există un număr real r > 0 astfel ı̂ncât f este olomorfă ı̂n coroana
circulară {z ∈ C, 0 < |z − z0| < r} dar nu este definită sau nu este monogenă
ı̂n z0.

Definiţia 1.3.14. Punctul ∞ este punct singular izolat pentru funcţia f , care
nu este definită ı̂n ∞, dacă f este olomorfă pe exteriorul unui disc de rază
oricât de mare centrat ı̂n origine.
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În ceea ce priveşte natura punctelor singulare izolate ale funcţiei f , există
trei posibilităţi:

1) Punctul singular izolat z0 ∈ C se numeşte punct singular aparent
(̂ınlăturabil, eliminabil) al lui f dacă (∃) lim

z→z0
f(z) = l ∈ C.

Aplicaţia 1.3.10. Pentru funcţia f(z) =
sin z

z
punctul z0 = 0 este punct

singular aparent, pentru că ı̂n acest punct funcţia nu este definită, pe C \ {0}
funcţia este olomorfă, iar lim

z→0
f(z) = 1.

2) Punctul singular izolat z0 ∈ C se numeşte punct singular esenţial al
funcţiei f dacă nu există lim

z→z0
f(z) .

Aplicaţia 1.3.11. Pentru funcţia f(z) = e1/z
2
punctul z0 = 0 este punct

singular esenţial pentru că funcţia nu este definită ı̂n punctul z0 = 0, fiind
olomorfă pe C \ {0} şi cum pentru z = x ∈ R

lim
x→0

f(x) = ∞

iar pentru z = iy cu y ∈ R avem

lim
y→0

f(iy) = 0

rezultă că lim
z→0

f(z) nu există .

3) Punctul singular izolat z0 ∈ C se numeşte pol de ordinul n > 1 al
funcţiei f dacă (∃) lim

z→z0
(z − z0)

nf(z) şi este din C \ {0} .

Aplicaţia 1.3.12. Pentru funcţia f(z) =
1

z(1− z)
punctele z = 0 şi z = 1

sunt poli de ordinul 1 (poli simpli) pentru că funcţia nu este definită ı̂n

aceste puncte, fiind olomorfă pe C \ {0, 1} şi lim
z→0

zf(z) = lim
z→0

1

1− z
= 1 ,

lim
z→1

(z − 1)f(z) = lim
z→1

(
−1

z

)
= −1 .

Definiţia 1.3.15. O funcţie f se numeşte meromorfă ı̂ntr-un domeniu, dacă
ı̂n acel domeniu nu are alte singularităţi decât poli.

Teorema 1.3.15. Dacă punctul z0 ∈ C este un punct singular izolat aparent
pentru funcţia f atunci există o vecinătate ∆(z0, r) a lui z0 ı̂n care posedă o
dezvoltare ı̂n serie Laurent de tipul

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

ceea ce ı̂nseamnă că partea principală a seriei Laurent este zero.
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Teorema 1.3.16. Punctul z0 ∈ C este pol de ordin m pentru funcţia f dacă
şi numai dacă există o vecinătate ∆(z0, r) a lui z0 ı̂n care

f(z) =
∞∑

n=−m

cn(z − z0)
n

cu c−m ̸= 0, ceea ce ı̂nseamnă că partea principală a dezvoltării are numai un
număr finit de termeni nenuli.

Teorema 1.3.17. Punctul z0 ∈ C este un punct singular esenţial pentru
funcţia f dacă şi numai dacă există o vecinătate ∆(z0, r) a lui z0 ı̂n care

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n

cu {m ∈ N, c−m ̸= 0} mulţime infinită.

Punctul infinit

În cazul ı̂n care funcţia complexă este definită ı̂n planul complex pentru
|z| > R, punctul ∞ constituie un punct singular izolat al funcţiei date.

În ceea ce priveşte natura punctului ∞ ca punct singular izolat pentru
o funcţie f , studiul său se reduce la studiul punctului z = 0 pentru funcţia

f

(
1

z

)
.

Dezvoltarea ı̂n serie Laurent a funcţiei f ı̂n vecinătatea punctului ∞, se

obţine din dezvoltarea ı̂n serie a funcţiei φ(z) = f

(
1

z

)
ı̂n vecinătatea punc-

tului 0, ı̂nlocuind pe z cu
1

z
. Se obţine:

f(z) =

∞∑
n=1

c−nz
n +

∞∑
n=0

cn
zn
, |z| > R.

Aplicaţia 1.3.13. Funcţia f : C\{0} → C , f(z) =
z

z3 + z
are o singularitate

aparentă ı̂n z = 0, deoarece lim
z→0

f(z) =
1

2
şi polii z1 = i, z2 = −i . Funcţia

φ(z) = f

(
1

z

)
=

z2

1 + z2

este olomorfă ı̂n jurul punctului z = 0, deci ∞ este singularitate aparentă
pentru funcţia f .
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1.3.7 Teoria reziduurilor şi aplicaţii

Fie f : D → C iar z0 un punct singular izolat al funcţiei f , iar :

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n

dezvoltarea ı̂n serie Laurent.

Definiţia 1.3.16. Se numeşte reziduul funcţiei f ı̂n punctul z0 şi se notează
Rez (f, z0) numărul definit de relaţia :

Rez (f, z0) =
1

2πi

∫
Γ
f(z) dz (1.35)

unde Γ este un cerc cu centrul ı̂n z0 situat ı̂n coroana circulară de rază ρ ,
0 < ρ < r , parcurs ı̂n sens pozitiv.

Teorema 1.3.18. Fie f : D → C o funcţie olomorfă pe D, cu excepţia
punctului singular izolat z0, atunci calculul reziduului funcţiei f ı̂n punctul z0
se poate face astfel :

1) Rez (f, z0) = c−1 unde c−1 este coeficientul lui
1

z − z0
din dezvoltarea

ı̂n serie Laurent a funcţiei f pe 0 < |z − z0| < r.

2)

Rez (f, z0) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)
mf(z)](m−1)

dacă z0 este un pol al funcţiei f şi m este ordinul său de multiplicitate.

3)

Rez (f, z0) =
g(z0)

h′(z0)

dacă z0 este un pol simplu al funcţiei f şi f se poate scrie ca un cât de două

funcţii olomorfe f =
g

h
, h(z0) ̸= 0 .

În situaţia punctului ∞, f este olomorfă pe exteriorul unui disc de rază
oricât de mare. Notăm cu ΓR frontiera discului de rază R, cu centrul ı̂n origine,
∆(0, R) . Orientarea acestei frontiere se face de aşa manieră ı̂ncât parcurgând-
o, exteriorul discului rămâne ı̂n stânga, adică invers decât orientarea normală,
motiv pentru care se notează cu Γ−

R.

Definiţia 1.3.17. Se numeşte reziduul funcţiei f ı̂n punctul ∞ şi se notează
cu Rez(f,∞) coeficientul lui z−1 din dezvoltarea ı̂n serie Laurent a funcţiei f
ı̂n vecinătatea punctului de la infinit, luat cu semn schimbat (−c−1).
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O exprimare echivalentă :

Rez(f,∞) =
1

2πi

∫
Γ−
R

f(z) dz sau Rez(f,∞) = − 1

2πi

∫
ΓR

f(z) dz.

Transformarea ζ =
1

z
duce exteriorul discului de rază R ı̂n interiorul discului

de rază 1
R , ambele centrate ı̂n 0. De asemenea, ζ =

1

z
duce punctul z = 0 ı̂n

punctul ∞ şi punctul ∞ ı̂n z = 0 .

Teorema 1.3.19. Calculul reziduului ı̂n punctul ∞ al lui f se reduce la cal-

culul reziduului ı̂n punctul ζ = 0 al funcţiei g(ζ) = − 1

ζ2
f

(
1

ζ

)
.

Observaţia 1.3.7. Ţinând seama de faptul că Rez(f,∞) =
1

2πi

∫
Γ−
R

f(z) dz,

rezultă Rez(f,∞) = c−1 , unde c−1 este coeficientul lui 1
ζ din dezvoltarea lui

g ı̂n vecinătatea lui ζ = 0.

Teorema 1.3.20 (teorema reziduurilor). Fie f : D → C şi Γ o curbă
simplă ı̂nchisă, netedă sau netedă pe porţiuni, inclusă ı̂n ı̂ntregime ı̂n D. Dacă
f este olomorfă pe D, cu excepţia unui număr finit de puncte singulare izolate
a1, a2, · · · , an situate ı̂n domeniul ∆ ⊂ D , ∆ fiind delimitat de frontiera Γ
care nu trece prin niciunul din aceste puncte, atunci∫

Γ
f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Rez (f, ak). (1.36)

Observaţia 1.3.8. 1. Teorema reziduurilor poate fi considerată ca o consecinţă
a teoremei lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe.

2. Teorema reziduurilor prezintă mare importanţă deoarece reduce calculul
unor integrale la calculul unor reziduuri, care de cele mai multe ori nu prezintă
dificultăţi.

3. În cazul când numărul punctelor singulare izolate ale funcţiei este foarte
mare, aplicarea teoremei reziduurilor poate conduce la calcule laborioase. În
această situaţie se poate calcula reziduul funcţiei ı̂n punctul ∞ .

Corolarul 1.3.2. Dacă f are ı̂n tot planul complex numai un număr finit de
puncte singulare izolate, atunci suma tuturor reziduurilor acestei funcţii este
nulă

Rez (f,∞) +

n∑
k=1

Rez (f, ak) = 0 (1.37)
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1.4 Distribuţii

Încercarea de a defini concepte ideale cum ar fi: impulsul unitar, densitatea
unei sarcini etc. conduce la o noţiune care generalizează conceptul de funcţie.
Să considerăm un exemplu şi anume impulsul ideal unitar.
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Figura 1.3: Impulsul unitar

Impulsul unitar la momentul t = 0 este definit prin

hε(t) =

{ 1

2ε
t ∈ [−ε,+ε]

0 t /∈ [−ε, ε].

Observăm că ∫ +∞

−∞
hε(t) dt = 1.

Ne punem problema să definim impulsul concentrat ı̂n t = 0, luând ε cât
mai mic, adică trecem la limită pentru ε→ 0 şi obţinem

lim
ε→0

hε(t) =

{
0, t ̸= 0
+∞, t = 0.

Valoarea limitei precedente a fost notată cu δ(t) şi considerată pentru prima
dată de către Dirac, in ”Principiile mecanicii cuantice”, ı̂n 1930. Acest calcul
reflectă faptul că nu putem măsura impulsul ı̂ntr-un punct, ci doar ”impulsurile
medii” ı̂n vecinătatea punctului considerat. Bazele matematice au fost puse
ulterior de către Sobolev şi Schwarz.
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Spaţiul funcţiilor test

Fie φ : R → C o funcţie; definim suportul prin ı̂nchiderea mulţimii pentru
care φ nu se anulează, adica

supp φ = {t ∈ R|φ(t) ̸= 0}.

Se poate demonstra că suportul este complementara celei mai mari mulţimi
deschise pe care φ se anulează.

Aplicaţia 1.4.1. Să determinăm suportul pentru următoarele funcţii:

1. hε

2. u(t) =

{
1, t > 0
0, t < 0.

Observăm că cea mai mare mulţime ı̂nchisă ı̂n afara căreia hε se an-
ulează este [−ε,+ε]. Analog, suportul funcţiei unitate, sau a lui Heaviside
este [0,+∞).

Dacă funcţia φ admite derivate de orice ordin, vom spune că este indefinit
derivabilă şi vom nota φ ∈ C∞(R). Introducem următoarea clasă de funcţii

D = {φ ∈ C∞(R) | supp φ mărginit} .

Prin definiţie suportul este o mulţime ı̂nchisă, deci mărginirea suportului este
echivalentă cu faptul că suportul este o mulţime compactă şi clasa D se mai
numeşte clasa funcţiilor indefinit derivabile cu suport compact.

Elementele din D se numesc funcţii test. Se constată uşor că D este spaţiu
vectorial peste corpul numerelor complexe C; ı̂ntr-adevăr dacă φ,φ1, φ2 ∈ D

şi α ∈ C, atunci αφ ∈ C∞(R), φ1 + φ2 ∈ C∞(R) iar supp α φ = supp φ, iar
supp ( φ1 + φ2) ⊂ supp φ1 ∪ supp φ2.

Funcţiile hε, considerate anterior, au suport mărginit, dar nu sunt nici
măcar continue pe R. Funcţia et, t ∈ R satisface condiţia de a fi din C∞(R),
dar are suportul toată mulţimea reală R. Să dăm un exemplu remarcabil de
funcţie test.

Exemplul 1.4.1. Funcţia definită prin

ωε(t) =

{
cεe

ε2

t2−ε2 , |t| < ε
0, |t| > ε

unde cε ∈ R este astfel ales ı̂ncât∫ +∞

−∞
ωε(t) dt = 1

este funcţie test şi este cunoscută sub numele de scufiţă.
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Figura 1.4:

Vom arăta că ω1 este o funcţie din C∞(R). În acest caz funcţia devine

ω1(t) =

{
c1e

1
t2−1 , |t| < 1

0, |t| > 1.

Se poate vedea uşor faptul că lim
t→±1

ω1 = 0. Deci funcţia este continuă. Pen-

tru a stabili derivabilitatea ı̂n 1, este suficient, din corolarul lui Lagrange,

să calculăm lim
t↗1

ω′
1(t). La stânga lui 1 derivata este ω′

1(t) =
−2t

(t2 − 1)2
e

1
t2−1 .

Este suficient să calculăm lim
t↗1

1

(t− 1)2
e

1
t−1 . Facem schimbarea y = 1

t−1 şi con-

statăm că atunci când t ↗ 1, y ↘ −∞ şi limita revine deci la lim
y↘−∞

y2ey.

Aplicând de două ori regula lui l’Hospital deducem că această limită este 0,
deci ω′

1(0) = 0. Analog ı̂n t = −1. Deci ω1 este derivabilă. Analog se arată
că derivata este continuă; apoi un raţionament prin inducţie arată că ω1 este
o funcţie din C∞(R).

Următoarea lemă indică un procedeu general de a construi funcţii test cu
suportul pe un deschis oarecare.

Lema 1.4.1. Pentru orice interval (a, b) ⊂ R şi ε > 0 există η ∈ C∞(R), cu
următoarele proprietăţi:

1. 0 6 η 6 1
2. η(t) = 1 pentru t ∈ (a− ε, b+ ε)
3. η(t) = 0, pentru t /∈ (a− 3ε, b+ 3ε).
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Convergenţa ı̂n D

Pe mulţimea D introducem definim convergenţa şirurilor.

Definiţia 1.4.1. Fie φn, φ ∈ D, n ∈ N, şirul φn converge ı̂n D la φ şi notăm

D

φn −→ φ

dacă există A > 0, astfel ca supp φn, supp φ ⊂ [−A,A]) şi

uniform

φ
(k)
n −→ φ(k)

∀k ∈ N, n → +∞ ( convergenţa este uniformă). Vom mai nota φn → φ ı̂n
D.

Indicăm câteva operaţii cu funcţii test, care au ca rezultat tot funcţii test.
Dacă f este o funcţie oarecare de clasă C∞(R) şi φ o funcţie test, atunci prin
ı̂nmulţrea lor, se obţine tot o funcţie test. Dacă φ, funcţie test este compusă
cu at + b, rezultatul este tot o funcţie test. De asemenea, dacă derivăm o
funcţie test, rezultatul este tot o funcţie test.

Se poate demonstra că operaţiile anterioare sunt continue; să arătăm ı̂n

cazul derivării. Dacă φn → φ ı̂n D, să arătăm că φ
(m)
n → φ(m) ı̂n D. Este

suficient să observăm că suporturile derivatelor de ordinul m rămân ı̂n acelaşi
mulţime şi că

(φ(m)
n )(k) = φ(m+k)

n → φ(m+k), uniform n→ ∞.

Noţiunea de distribuţie

Definiţia 1.4.2. Funcţionala T : D → C se numeşte distribuţie dacă
1. T este liniară, adică T (α1φ1 + α2φ2) = α1T (φ1) + α2T (φ2),

∀α1, α2 ∈ C,
2. T este continuă (prin şiruri), adică ∀φn ∈ D, φn → φ ı̂n D rezultă

T (φn) → T (φ).

Convergenţa precedentă are loc ı̂n spaţiul numerelor complexe C, cu topolo-
gia uzuală. Notăm cu D′, mulţimea tuturor distribuţiilor, care se mai numeşte
dualul lui D. Vom folosi diferite notaţii

T (φ) = (T, φ) = (T (t), φ(t))

ultima pentru a indica explicit variabila independentă a funcţiei test; nu se
poate defini valoarea unei distribuţii ı̂ntr-un punct, totuşi vom folosi notaţia
pentru a pune ı̂n evidenţă asupra cărei variabile se aplică distribuţia.
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Definiţia 1.4.3. Şirul Tn ∈ D′ converge slab la T ∈ D′ dacă pentru orice
φ ∈ D, are loc:

(Tn, φ) → (T, φ).

Se poate demonstra că D′ este complet relativ la convergenţa slabă.

Teorema 1.4.1. Dacă Tn este un şir din D′ cu proprietatea că pentru orice
φ ∈ D şirul numeric (Tn, φ) este convergent, atunci funcţionala T definită
prin:

(T, φ) = lim
n→+∞

(Tn, φ)

este din D′.

Definiţia 1.4.4. Dacă Tn ∈ D′, n ∈ N atunci spunem că seria

+∞∑
n=1

Tn este

slab convergentă la T ı̂n D′, dacă şirul sumelor parţiale Sn = T1 + · · · + Tn
este slab convergent la T şi notăm

+∞∑
n=1

Tn = T.

Exemple de distribuţii

Distribuţii de tip funcţie (regulate) Pentru o funcţie local integrabilă
f , definim distribuţia generată prin formula:

Tf : D → C, (Tf , φ) =
∫ +∞

−∞
f(t)φ(t) dt, ∀φ ∈ D. (1.38)

Observăm că integrala este bine definită, deoarece f fiind local integrabilă,
integrala din membrul al doilea este pe un interval compact, dat de suportul
funcţiei test. Să arătăm că formula (1.38) defineşte o distribuţie. Mai ı̂ntâi
liniaritatea.

(Tf , α1φ1 + α2φ2) =

∫ +∞

−∞
f(t)(α1φ1(t) + α2φ2(t)) dt =

= α1

∫ +∞

−∞
f(t)φ1(t) dt+ α2

∫ +∞

−∞
f(t)φ2(t) dt = α1(Tf , φ1) + α2(Tf , φ2).

Apoi, dacă φn → φ, ı̂n D, atunci prin trecere la limită sub semnul integralei,
(situaţie posibilă datorită convergenţei uniforme), rezultă:

(Tf , φn) =

∫ +∞

−∞
f(t)φn(t) dx→

∫ +∞

−∞
f(t)φ(t) dt = (Tf , φ).
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Dacă de exemplu f = u, funcţia unitate, obţinem distribuţia Heaviside:

(Tu, φ) =

∫ +∞

0
φ(t) dt,∀φ ∈ D. (1.39)

Următoarea lemă arată că ı̂ntre distribuţiile regulate şi clasele de funcţii
local integrabile se poate stabili o corespondenţă biunivocă.

Lema 1.4.2 (du Bois-Raymond). Fie f o funcţie local integrabilă pe R.
Atunci Tf = 0 dacă şi numai dacă f = 0 aproape peste tot.

Pe baza acestei leme putem considera că funcţiile local integrabile sunt
cazuri particulare de distribuţii, ceea ce justifică denumirea de funcţii gener-
alizate.

Observaţia 1.4.1. Dacă aplicăm această lemă, observăm că modificând val-
orile unei funcţii ı̂ntr-o mulţime cel mult numărabilă, se obţine aceeaşi distri-
buţie generată.

De exemplu să alegem funcţiile

u(t) =

{
1 t > 0
0 t < 0

şi u1(t) =


1 t > 0
1

2
t = 0

0 t < 0

atunci ele generează aceeeşi distribuţie şi anume Heaviside, adică Tu = Tu1 .

Distribuţii singulare.

O distribuţie este singulară dacă nu există nici o funcţie local integrabilă
care să o genereze ı̂n sensul formulei (1.38). Definim distribuţiile Dirac prin:

δ : D → C (δ, φ) = φ(0), ∀φ ∈ D (1.40)

δa : D → C (δa, φ) = φ(a), a ∈ R, ∀φ ∈ D. (1.41)

Se poate arăta că formulele precedente definesc distribuţii şi faptul că
distribuţia Dirac este singulară. Să dăm câteva aplicaţii legate de distribuţia
Dirac.

Aplicaţia 1.4.2. Şirul distribuţiilor generate de h 1
n
converge slab la distribuţia

Dirac δ. Să arătăm că

lim
n→+∞

∫
R
h 1

n
φ(t) dt = φ(0)
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pentru orice φ ∈ D. Din continuitatea funcţiei test, pentru orice η > 0, există
ε0 astfel ca dacă |t| < ε0, rezultă |φ(t)− φ(o)| < η. Avem atunci

|
∫
R
h 1

n
(t)φ(t) dt− φ(0)| = |

∫
R
h 1

n
(t)(φ(t)− φ(0)) dt| 6

6
∫
R
h 1

n
(t)|φ(t)− φ(0)| dt < η

∫
R
h 1

n
(t) dt = η,

de unde rezultă afirmaţia.

Aplicaţia 1.4.3. Seria
+∞∑
n=1

δn este convergentă slab.

E suficient să remarcăm că pentru orice φ ∈ D, suma

+∞∑
n=1

(δn, φ) este o

sumă finită.

O distribuţie poate fi generată de funcţii care nu sunt local integrabile,
astfel se obţin distribuţii valori principale.

Exemplul 1.4.2. Funcţionala notată V p
1

t
şi definită prin:

(V p
1

t
, φ) = vp

∫ +∞

−∞

φ(t)

t
dt = lim

ε↘0

(∫ −ε

−∞

φ(t)

t
dt+

∫ +∞

−ε

φ(t)

t
dt

)
(1.42)

este o distribuţie.

Funcţia
1

t
nu este integrabilă pe nici un interval care conţine originea. Să

demonstrăm că formula (1.42) defineşte o distribuţie. Pentru aceasta arătăm
mai ı̂ntâi că există limita din membrul al doilea. Deoarece φ este nulă ı̂n afara
unui interval [−A,A] şi

lim
ε↘0

(∫ −ε

−A

φ(t)

t
dt+

∫ A

−ε

φ(t)

t
dt

)
= 0

limita din definiţie (1.42) există simultan cu următoarea

lim
ε↘0

(∫ −ε

−∞

φ(t)− φ(0)

t
dt+

∫ +∞

−ε

φ(t)− φ(0)

t
dt

)
.

Ultima integrală există deoarece

|φ(t)− φ(0)

t
| 6 sup

t∈[A,A]
|φ′(t)| < +∞.
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Evident corespondenţa φ → (V p1t , φ) este liniară. Să mai arătăm că este
şi continuă prin şiruri. Fie φn → 0 ı̂n D; atunci există r > 0, astfel ca
suppφn ⊂ [−r, r], ∀n > 1. Ca mai ı̂nainte

(V p
1

t
, φn) = vp

∫ r

−r

φn(t)− φn(0)

t
dt.

Dar

|φn(t)− φn(0)

t
| 6 sup

t∈[−r,r]
|φ′

n(t)| → 0 pentru n→ +∞.

Deci |(V p1t , φn)| → 0, dacă n→ 0.

Alte consecinţe ale convergenţei slabe sunt date de formulele din exemplul
următor.

Aplicaţia 1.4.4. Au loc următoarele egalităţi:

lim
ε→0

∫ +∞

−∞

φ(t)

t+ iε
dt = −iπφ(0) + V p

∫ +∞

−∞

φ(t)

t
dt

lim
ε→0

∫ +∞

−∞

φ(t)

t− iε
dt = iπφ(0) + V p

∫ +∞

−∞

φ(t)

t
dt.

(1.43)

numite formulele lui Sohotski.
Demonstrăm prima egalitate. Dacă φ = 0 pentru |x| > A, atunci

lim
ε→0

∫ +∞

−∞

φ(t)

t+ iε
dt = lim

ε→0

∫ A

−A

t− iε

t2 + ε2
φ(t) dt =

= φ(0) lim
ε→0

∫ A

−A

t− iε

t2 + ε2
dt+ lim

ε→0

∫ A

−A

(t− iε)(φ(t)− φ(0))

t2 + ε2
dt =

= −2iφ(0) lim
ε→0

arctg
A

ε
+

∫ A

−A

φ(t)− φ(0)

t
dt =

= −iπφ(0) + V p

∫ +∞

−∞

φ(t)

t
dt.

Relaţia de mai sus exprimă convergenţa ı̂n D′ a şirului
1

t+ iε
, dacă ε → 0;

notăm valoarea limitei cu
1

t+ i0
. Analog se obţine şi cea de a doua relaţie.

Suportul unei distribuţii

Deşi după cum am precizat, nu se poate vorbi despre valoarea unei distribuţii
ı̂ntr-un punct, se poate defini faptul că o distribuţie se anulează pe o mulţime
deschisă.
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Definiţia 1.4.5. Fie T ∈ D′; spunem că T se anulează pe mulţimea deschisă
D ⊂ R, dacă ∀φ ∈ D, cu supp φ ⊂ D, are loc (T, φ) = 0.

Definiţia 1.4.6. Fie T ∈ D′; numim suportul distribuţiei T complementara
celei mai mari mulţimi deschise pe care T se anulează. Notăm suportul cu
supp T .

Aplicaţia 1.4.5. Să determinăm suportul distribuţiilor Dirac şi Heaviside.

1 supp δa = a, deoarece δa se anulează pe R \ {a}.
2. supp Tu = [0,+∞), unde reamintim că Tu este distribuţia Heaviside.

Distribuţii cu suport compact

Dacă notăm cu

E = {f : R → C, f ∈ C∞(R)}

definim următoarea convergenţă a şirurilor: φn → φ ı̂n E, dacă φ
(k)
n → φ(k),

uniform pe orice compact K ⊂ R.
Notăm cu E′ mulţimea tuturor funcţionalelor T : E → C, liniare şi con-

tinue, relativ la convergenţa de mai sus. Se poate demonstra că mulţimea
distribuţiilor cu suport compact coincide cu E′.

Operaţii cu distribuţii

Definiţia 1.4.7. Dacă T1, T2 ∈ D′, definim suma T1+T2, ca distribuţia dată
de:

(T1 + T2, φ) = (T1, φ) + (T2, φ), ∀φ ∈ D. (1.44)

Dacă λ ∈ C, T ∈ D′, definim ı̂nmulţirea cu scalar prin:

(λT, φ) = λ(T, φ). (1.45)

Dacă f ∈ C∞(R) şi T ∈ D′ definim ı̂nmulţirea cu funcţii indefinit derivabile
prin:

(f T, φ) = (T, f φ). (1.46)

Se poate demonstra că prin formulele precedente sunt definite de fiecare
dată distribuţii, dar lăsăm demonstraţia pe seama cititorului.

Definiţia 1.4.8. Dacă T ∈ D′, iar u = at+ b, a ̸= 0, formula:

(T (at+ b), φ(t)) =
1

|a|
(T (u), φ

(
u− b

a

)
) (1.47)

se numşte distribuţia obţinută prin schimbarea variabilei.
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Se poate arăta că T (at + b) este o distribuţie. Dacă f ∈ L1
loc(R), atunci

formula (1.47) reprezintă schimbarea de variabilă ı̂ntr-o integrală.

Aplicaţia 1.4.6. Să demonstrăm că distribuţia Dirac are proprietăţile:

(δ(at+ b), φ(t)) =
1

|a|
φ(− b

a
) (1.48)

(δ(at), φ(t)) =
1

|a|
φ(0) =

1

|a|
(δ, φ) (1.49)

δ(−t) = δ(t) (1.50)

δ(t− a) = δa. (1.51)

Dacă aplicăm formula (1.47) pentru δ obţinem (1.48). Pentru b = 0, a ̸=
0 avem (1.49). Din egalitatea precedentă deducem ”paritatea” distribuţiei
Dirac, adică (1.50). Dacă a = 1, b = a, atunci

(δ(t− a), φ(t)) = (δ(u), φ(u+ a)) = φ(a) = (δa, φ),

de unde se obţine (1.51).

1.4.1 Derivarea distribuţiilor

Definiţia 1.4.9. Dacă T ∈ D′, atunci definim derivata sa de ordin n ∈ N
este definită prin:

(T (n), φ) = (−1)n(T, φ(n)) ∀φ ∈ D. (1.52)

Fie f ∈ L1
loc(R) şi presupunem că derivata există şi este tot din L1

loc(R).
Are loc∫ +∞

−∞
f ′(t)φ(t) dt = f(t)φ(t)|+∞

−∞ −
∫ +∞

−∞
f(t)φ′(t) dt, ∀φ ∈ D.

Deoarece φ se anulează ı̂n afara unui compact, din formula precedentă rezultă

(Tf ′ , φ) = −(Tf , φ
′).

Deci ı̂n acest caz derivata distribuţiei generate de f coincide cu distribuţia
generată de derivata lui f .

Aplicaţia 1.4.7. Să calculăm derivatele distribuţiei Dirac şi derivata distri-
buţiei Heaviside.

Pentru Dirac, folosind definiţia avem:

(δ(n), φ) = (−1)nφ(n)(0)
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Derivata distribuţiei Heaviside este T ′
u = δ. Într-adevăr

(T ′
u, φ) = −

∫ +∞

0
φ′(t) dt = φ(0) = (δ, φ).

Vom da ı̂n continuare căteva formule de derivare de mare utilitate practică.

Teorema 1.4.2. Dacă f admite derivata de ordin n din L1
loc(R) şi derivatele

f ′, f ′′, · · · , f (n) au ı̂n t = 0 punct de discontinuitate de prima speţă atunci:

T
(n)
f = Tf (n) + σn−1δ + · · ·+ σ0δ

(n−1) (1.53)

unde σk = f (k)(0 + 0)− f (k)(0− 0) este saltul derivatei de ordin k ı̂n t = 0.

Demonstraţie. Să demonstrăm afirmaţia pentru n = 1, adică

T ′
f = Tf ′ + σ0δ.

Avem

(T ′
f , φ) = −(Tf , φ

′) = −
∫ +∞

0
f(t)φ′(t) dt =

= f(t)φ(t)|0−∞ − f(t)φ(t)|+∞
0 +

∫ +∞

−∞
f ′(t)φ(t)dt = (Tf ′ , φ) + σ0(δ, φ).

Demonstraţia completă presupune raţionament prin inducţie, dar trecerea de
la n la n + 1 se face asemănător cu situaţia de mai sus şi o lasăm ı̂n seama
cititorului.

Aplicaţia 1.4.8. Să calculăm derivatele funcţiei f(t) = u(t) cos t.
Calculăm primele derivate, observând pentru ı̂nceput că ı̂n t = 0, funcţia

nu este derivabilă. Avem

f ′(t) = −u(t) sin t σ1 = 0
f ′′(t) = u(t) cos t σ2 = −1
f ′′′(t) = u(t) sin t σ3 = 0.

Urmează

T
(n)
f = Tu(t) cos(n) t +

[n+1
2

]∑
k=1

σ2(k−1)δ
n−(2k−1)

unde σ2(k−1) = (−1)k−1.

Generalizare. În ipotezele precedente, dacă punctul de discontinuitate
este t = a, atunci saltul funcţiilor se ia ı̂n t = a, iar distribuţiile se ı̂nlocuiesc
cu δa.

T
(n)
f = Tf (n) + σn−1δa + · · ·+ σ0δ

(n−1)
a (1.54)

unde σk = f (k)(a+ 0)− f (k)(a− 0).
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Teorema 1.4.3. Dacă f ∈ C∞(R) şi T ∈ D′, atunci are loc:

(f T )(n) = f (n)T + C1
nf

(n−1)T ′ + · · ·+ f T (n). (1.55)

Demonstraţie. Formula poate fi demonstrată prin inducţie; noi vom arăta
doar cazul n = 1.

((f T )′, φ) = −(f T, φ′) = −(T, fφ′) = −(T, (fφ)′ − f ′φ) =

= (T ′, fφ) + (T, f ′φ) = (f T ′, φ) + (f ′ T, φ).

În egalităţile precedente s-au folosit formulele de derivare a distribuţiilor şi
produsul unei distribuţii cu o funcţie de clasă C∞(R).

Teorema 1.4.4. Dacă f , funcţie local integrabilă are pe orice interval mărgi-
nit un număr finit de puncte tk de discontinuitate de prima speţă, iar f este
derivabilă pe R \ {tk}, atunci are loc

T ′
f = Tf ′ +

+∞∑
k=1

(f(tk + 0)− f(tk − 0))δtk . (1.56)

Demonstraţia este imediată, dacă folosim prima teoremă de derivare.

Aplicaţia 1.4.9. Să determinăm derivata distribuţiei generate de prelungirea
prin periodicitate a funcţiei f : [−1, 1) → R, f(t) = t pe R.

Prelungim prin periodicitate funcţia f : [−1, 1) → R, f(t) = t pe R; atunci
ea generează o distribuţie a cărei derivată după formula precedentă este

T ′
f = Tf ′ +

∑
k∈Z

(f((2k − 1) + 0)− f((2k − 1)− 0)))δ2k−1

şi cum f ′ = 0 pe R \ {2k − 1}, avem

T ′
f = −2

∑
k∈Z

δ2k−1.

Aplicaţia 1.4.10. [formula lui Poisson de ı̂nsumare] Pentru orice φ ∈ D

are loc:
+∞∑

n=−∞
φ(n) =

+∞∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
φ(ω)ein2πω dω. (1.57)

Fie h : [0, 2π) → R funcţia definită prin:

h(t) =
t

2
− t2

4π
.
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Ea admite dezvoltare ı̂n serie Fourier sub forma complexă

h(t) =
+∞∑

n=−∞
cne

int, cn =
1

2π

∫ 2π

0
h(t)e−int dt.

Dacă efectuăm calculele, obţinem

h(t) =
π

6
− 1

2π

+∞∑
n=−∞,n̸=0

1

n2
eint.

Seria din membrul al doilea poate fi derivată ı̂n sensul teoriei distribuţiilor,

deoarece, din

∣∣∣∣eintn2

∣∣∣∣ = 1
n2 , rezultă uniform convergentă. Vom deriva această

serie de două ori; folosind formula (1.56) şi faptul că prelungirea prin periodic-

itate a lui h este continuă, iar prelungirea prin periodicitate a lui h′ =
1

2
− t

2π
,

t ∈ (0, 2π) este discontinuă pe R \ {2nπ} are loc

T ′′
h = − 1

2π
T1 +

+∞∑
n=−∞

δ2nπ(
1

2
+

1

2
).

Egalând această serie cu derivata de două ori a seriei anterioare, avem

− 1

2π
T1 +

+∞∑
n=−∞

δ2nπ =
1

2π

+∞∑
n=−∞,n̸=0

Teint .

Alegem t =
2πω

ω0
şi folosim asemănarea (1.50) şi (1.51) distribuţiei Dirac, avem

+∞∑
n=−∞

δ(ω − nω0) =
1

ω0

+∞∑
n=−∞

T
e
i n 2πω

ω0
.

Dacă particularizăm ω0 = 1, pentru orice φ ∈ D are loc formula căutată.

1.4.2 Convoluţia distribuţiilor

Dacă f, g ∈ L1
loc(R) admit produs de convoluţie din L1

loc(R), atunci acesta
generează o distribuţie şi anume

(Tf ⋆ Tg, φ) =

∫ +∞

−∞
(f ⋆ g)(t)φ(t) dt =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(s)g(t− s) dsφ(t) dt =
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=

∫ +∞

−∞
f(s) ds

∫ +∞

−∞
g(t− s)φ(t) dt =

∫ +∞

−∞
f(s) ds

∫ +∞

−∞
g(u)φ(s+ u) du.

Dacă φ(s+ t) ar aparţine lui D (ceea ce ı̂n general nu se ı̂ntâmplă), ţinând
cont de definiţia distribuţiei de tip funcţie, ultimul membru poate fi scris
formal (Tf (s), (Tg(u), φ(s+u)), dar ı̂n general acest lucru nu este corect definit.
Construcţia ce urmează repară acest neajuns, introducând o altă operaţie cu
distribuţii şi anume produsul direct. Cu ajutorul acesteia definim ulterior
produsul de convoluţie al distribuţiilor.

Produsul direct al distribuţiilor
Vom considera clasa funcţiilor test pe R2, adică

D(R2) = {φ : R2 → C, φ ∈ C∞(R2), supp φ compact}.

Fie două distribuţii (de o variabilă), definite pe D(R); pentru orice φ ∈ D(R2)
definim funcţionala

(S(s) · T (t), φ(s, t)) = (S(s), (T (t), φ(s, t))). (1.58)

Arătăm că această relaţie defineşte o distribuţie, care se va numi produsul
direct al distribuţiilor S, T . Menţionăm o lemă, care constituie un instrument
tehnic util.

Lema 1.4.3. Fie T ∈ D′ şi φ ∈ D(R2) atunci funcţia

ψ(s) = (T (t), φ(s, t))

este din D(R) şi

ψ(n)(s) = (T (t),
∂n

∂sn
φ(s, t)). (1.59)

Revenind la definiţia produsului direct, constatăm că funcţionala definită
de (1.58) este liniară, datorită faptului că S, T sunt liniare. Să demonstrăm
că funcţionala este şi continuă. Fie φk → φ, k → +∞ ı̂n D(R2). Din lema
precedentă, rezultă

(T (t), φk(s, t)) → (T (t), φ(s, t)), k → +∞

ı̂n D(R), iar din continuitatea lui S pe D(R).

(S(s), (T (t), φk(s, t))) → (S(s), (T (t), φk(s, t))).

Astfel relaţia (1.58) defineşte o distribuţie.
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Teorema 1.4.5 (comutativitatea produsului direct). Fie S, T ∈ D′(R)
are loc

S(s) · T (t) = T (t) · S(s).

Teorema 1.4.6 (derivarea produsului direct). Dacă S, T sunt două distri-
buţii, atunci are loc

d

ds
(S(s) · T (t)) = S′(s) · T (t). (1.60)

Produsul de convoluţie al distribuţiilor
Dacă φ ∈ D, funcţia φ(s + t) nu este o funcţie test, neavând suportul

compact. Pentru a corecta acest fapt, o vom ı̂nmulţi cu funcţii care au suport
compact, iar produsul de convoluţie poate fi acum definit.

Definiţia 1.4.10. Şirul ηk ∈ D(R2) tinde la 1 ı̂n R2, dacă
a. pentru orice compact K ⊂ R2 există n0, astfel ca ηk(s, t) = 1 pentru

(s, t) ∈ K şi k > n0
b. funcţiile ηk şi toate derivatele lor parţiale sunt uniform mărginite pe

R2, adică pentru orice α = (α1, α2) există cα astfel ca

|Dαηk(s, t)| =

∣∣∣∣∣∂|α1+α2|ηk(s, t)

∂α1s∂α2t

∣∣∣∣∣ 6 cα, k = 1, 2, . . .

Definiţia 1.4.11. Fie S, T ∈ D′ astfel ca pentru orice ηk ∈ D(R2) care tinde
la 1 ı̂n R2, există limita şirului numeric

lim
k→+∞

(S(s) · T (t), ηk(s, t)φ(s+ t)), ∀φ ∈ D(R). (1.61)

Valoarea acestei limite o numim produs de convoluţie şi o notăm (S ⋆ T, φ).

Relaţia precedentă defineşte o funcţională; să demonstrăm că este o distri-
buţie. Fie φn → φ, n→ ∞ ı̂n D, atunci:

ηk(s, t)φn(s+ t) → ηk(s, t)φ(s+ t).

Deoarece produsul direct S · T este o funcţională continuă, obţinem:

(S(s) · T (t), ηk(s, t)φn(s+ t)) → (S(s) · T (t), ηk(s, t)φ(s+ t))

deci funcţionala definită de (1.61) este continuă. Vom analiza ı̂n continuare
câteva situaţii ı̂n care există produsul de convoluţie.
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Teorema 1.4.7. Fie T ∈ D′, atunci există T ⋆ δ şi δ ⋆ T şi are loc:

T ⋆ δ = δ ⋆ T = T.

Demonstraţie. Fie φ ∈ D(R) şi ηk un şir de funcţii din D(R2) care tinde
la 1 ı̂n R2. Atunci ηk(s, 0)φ(s) → φ(s), k → ∞ ı̂n D(R) şi

lim
k→∞

(T (s) · δ(t), ηk(s, t)φ(s+ t)) = lim
k→

(T (s), ηk(s, 0)φ(s)) = (T (s), φ(s))

deci există T ⋆ δ = T . Din comutativitatea produsului direct rezultă şi δ ⋆T =
T .

Mai general se poate demonstra următoarea teoremă.

Teorema 1.4.8. Dacă T, S ∈ D′ şi T are suport compact, atunci convoluţia
T ⋆ S există şi este

(S ⋆ T, φ) = (S(s) · T (t), η(t)φ(s+ t)), ∀φ ∈ D

unde η ∈ D şi este 1 ı̂ntr-o vecinătate a lui supp T .

Demonstraţie. Presupunem supp S ⊂ {t| |t| < A} şi η ∈ D(R), η = 1
pe o vecinătate a suportului lui S, iar supp η ⊂ S(0, A). Fie φ ∈ D(R) cu
suppφ ⊂ S(0, A1) şi ηk(s, t) ∈ D(R2) un şir care tinde la 1 ı̂n R2. Pentru n
suficient de mare

η(t)ηk(s, t)φ(s+ t) = η(t)φ(s+ t).

Egalitatea precedentă decurge din faptul că η(t)φ(s+ t) ∈ D(R2). Într-adevar
ηφ ∈ C∞(R2), iar

supp η(t)φ(s+ t) ⊂ {(s, t)| |s+ t| 6 A1, |t| < A}

iar această mulţime este mărginită. Deoarece T = ηT rezultă,

(S ⋆ T, φ) = lim
k→∞

(S(s) · T (t), ηk(s, t)φ(s+ t)) =

= lim
k→∞

(S(s) · η(t)T (t), η(t)ηk(s, t)φ(s+ t)) =

= lim
k→∞

(S(s) · T (t)ηk(s, t)φ(s+ t)) =

= (S(s) · T (t), η(t)φ(s+ t)), ∀φ ∈ D.

Se mai pot dovedi afirmaţiile următoare:

1. Dacă Tn → T ı̂n D′ atunci Tn ⋆ S → T ⋆ S.
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2. Dacă Sn → S ı̂n D′ şi Sn, S au suporturile ı̂nchise ı̂ntr-o mulţime
mărginită, atunci T ⋆ Sn → R ⋆ S.

Aplicaţia 1.4.11. Pentru orice a, b ∈ R are loc:

δa ⋆ δb = δa+b.

Într-adevăr, din teorema precedentă pentru o funcţie η egală cu 1 pe o
vecinătate a lui {b}, are loc

(δa ⋆ δb, φ) = (δa(s) · φ(b), ηφ(s+ t)) =

(δa(s), (δb(t), ηφ(s+ t)) = (δa(s), φ(s+ b)) = φ(a+ b) = (δa+b, φ).

Dăm ı̂n continuare câteva proprietăţi ale convoluţiei, dacă această operaţie
este definită.

Teorema 1.4.9 (liniaritatea produsului de convoluţie). Dacă T1, T2, T3 ∈
D′ astfel ca T1 ⋆ T3, T2 ⋆ T3 să fie definite, atunci pentru orice λ1, λ2 ∈ R are
loc

(λ1T1 + λ2T2) ⋆ T3 = λ1T1 ⋆ T3 + λ2T2 ⋆ T3.

Observaţia 1.4.2. În general convoluţia nu este o operaţie continuă de la D′

la D′, după cum rezultă din exemplul următor.

δ(t− k) → 0, k → ∞

ı̂n D′, deoarece ∀φ ∈ D are loc (δ(t − k), φ) = φ(k) → 0, k → ∞; pe de altă
parte

1 ⋆ δ(t− k) = 1,

care nu tinde la 0.

Din comutativitatea produsului direct, rezultă comutativitatea convoluţiei,
după cum se afirmă mai jos.

Teorema 1.4.10 (comutativitatea produsului de convoluţie). Dacă ex-
istă T ⋆ S, atunci există şi S ⋆ T şi sunt egale.

Teorema 1.4.11 (derivarea produsului de convoluţie)). Dacă există T ⋆
S, atunci există T (n) ⋆ S şi T ⋆ S(n) şi are loc:

(S ⋆ T )(n) = S(n) ⋆ T = S ⋆ T (n)
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Corolarul 1.4.1. Dacă T ∈ D′, atunci are loc

T (n) = δ ⋆ T (n) = δ(n) ⋆ T. (1.62)

Observaţia 1.4.3. Din existenţa convoluţiilor T (n) ⋆ S, T ⋆ S(n), nu rezultă
existenţa convoluţiei T ⋆ S, după cum deducem din exemplul de mai jos.

T ′
u ⋆ T1 = δ ⋆ T1 = T1

Tu ⋆ T
′
1 = Tu ⋆ 0 = 0.

Teorema 1.4.12 (translaţia convoluţiei). Dacă există S ⋆T , atunci există
şi S(s+ h) ⋆ T (s) şi are loc:

S(s+ h) ⋆ T (s) = S ⋆ T (s+ h), ∀h ∈ R

Teorema 1.4.13. Dacă S, T ∈ D′
+ atunci există S ⋆T , aparţine lui D′

+ şi are
loc

(S ⋆ T, φ) = (S(s) · T (t), η1(s)η2(t)φ(s+ t)), φ ∈ D,

unde η1, η2 ∈ C∞(R) şi sunt egale cu 1 ı̂ntr-o vecinătate a semiaxei [0,+∞)
şi nule pentru t < 0, suficient de mare ı̂n valoare absolută.

Observaţia 1.4.4. În general convoluţia distribuţiilor nu este o operaţie aso-
ciativă, după cum rezultă din exemplul umător.

Aplicaţia 1.4.12. Arătaţi că produsul de convoluţie al distribuţiilor Tu, δ
′ şi

T1 nu este asociativ.
Într-adevăr au loc:

(Tu ⋆ δ
′) ⋆ T1 = (T ′

u ⋆ δ) ⋆ T1 = (δ ⋆ δ) ⋆ T1 = T1

Tu ⋆ (δ
′ ⋆ T1) = Tu ⋆ (δ ⋆ T

′
1) = Tu ⋆ (δ ⋆ T0) = T0.

Fie D′
+ mulţimea distribuţiilor cu suportul ı̂n [0,∞). Se poate demonstra că

ı̂n D′
+ convoluţia este asociativă.

Teorema 1.4.14. Convoluţia distribuţiilor din D′
+ este o operaţie asociativă,

adică
T1 ⋆ (T2 ⋆ T3) = (T1 ⋆ T2) ⋆ T3.

Aplicaţia 1.4.13. Fie S, T ∈ D′
+ două distribuţii cunoscute; să determinăm

U ∈ D′
+astfel ca

S ⋆ U = T.
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Dacă T = δ, soluţia U dacă există o vom nota S−1 şi o vom numi inversa
distribuţiei S. Dacă există inversa S−1, atunci ecuaţia admite soluţie unică de
forma

U = S−1 ⋆ T.

Într-adevăr S−1 ⋆ T este soluţie, deoarece

S ⋆ (S−1 ⋆ T ) = (S ⋆ S−1) ⋆ T = δ ⋆ T = T.

Dacă ar exista două soluţii, U1, U2, atunci din S ⋆ U1 = T, S ⋆ U2 = T rezultă
S ⋆ (U1 − U2) = 0, de unde S−1 ⋆ (S ⋆ (U1 − U2)) = (S−1 ⋆ S) ⋆ (U1 − U2) =
U1 − U2 = 0 şi deci U1 = U2.
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Capitolul 2

Transformarea Fourier

2.1 Transformarea Fourier

Definiţia 2.1.1. Fie f : R → C o funcţie din L1(R). Funcţia F : R → C
definită prin:

F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωx dx, i2 = −1 (2.1)

se numeşte transformata Fourier a funcţiei f .

Vom folosi notaţiile

F (ω) = F[f(x)](ω).

iar uneori vom renunţa la argumentele celor două funcţii, dacă acest lucru nu
este esenţial. Uneori transformata se mai notează f̂(ω). Să mai observăm că
are loc

F (−ω) = F (ω).

Din acest motiv este suficient să cunoaştem F (ω) pentru valori ω > 0.

Definiţia 2.1.2. Corespondenţa

f(x) =⇒ F (ω)

se numeşte transformare Fourier.

Observaţia 2.1.1. Transformarea Fourier este liniară.

Interpretare fizică Dacă (τ,6) este o mulţime ordonată ale cărei ele-
mente se numesc momente, o funcţie f : τ → R se numeşte semnal. Dacă
τ ⊂ R, este un interval, semnalul este continual, iar dacă τ = {0, 1, . . . , N −1}
se mai numeşte discret.

59
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Figura 2.1: Transformarea Fourier

F (ω) este numit spectrul ı̂n frecvenţă şi fiind cu valori complexe admite
reprezentarea F (ω) = A(ω) eiΦ(ω), unde Φ(ω) = argF (ω) reprezintă faza de
frecvenţă, iar A(ω) = |F (ω)| este amplitudinea ı̂n frecvenţă; putem spune că
F listează amplitudinile F (ω) ale oscilaţiilor armonice eiωt.

Pe scurt unui semnal i se asociază transformata sa; dacă semnalul se trans-
mite pe un canal de transmisie, fizic se citeşte de fapt spectrul său ı̂n frecvenţă
şi problema este de a identifica semnalul corespunzător.

Teorema 2.1.1 (̂ıntarziere, deplasare, asemănare). Dacă f : R → C este
din L1(R) atunci:

F[f(x− a)](ω) = e−iωaF[f(x)](ω) (2.2)

F[e−iaxf(x)](ω) = F[f(x)](ω + a) (2.3)

F[f(a x)] =
1

|a|
F[f(x)](

ω

a
), a ̸= 0. (2.4)

Demonstraţie. Pentru fiecare formulă vom folosi definiţia transformatei
Fourier şi schimbări convenabile de variabilă. Prima relaţie rezultă astfel

F[f(x− a)](ω) =

∫ +∞

−∞
f(x− a)e iωx dx =

∫ +∞

−∞
f(y)e−iω(a+ y) dy =

= e−iωaF[f(x)](ω).

Pentru a doua formulă avem succesiv

F[e−iaxf(x)](ω) =

∫ +∞

−∞
e−iaxf(x)e−iωx dx =

=

∫ +∞

−∞
f(x)e−i(ω + a)x dx = F[f(x)](ω + a).
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Analog obţinem ultima formulă:

F[f(a x)](ω) =

∫ +∞

−∞
f(a x)e−iωx dx =

1

|a|
F[f(x)](

ω

a
).

Aplicaţia 2.1.1. Să determinăm transformatele Fourier pentru următoarele
funcţii:

1. funcţia unitate u(x) =

{
1, x > 0
0, ı̂n rest.

2. funcţia fereastră f(x) =

{
A, x ∈ [−π

2
,
π

2
]

0, ı̂n rest.

1. F[u(x)](ω) =

∫ +∞

0
e−iω dx = −e

−iωx

iω

∣∣∣+∞

0
=

1

iω
.

2. Observăm că are loc f(x) = A
(
u(x+

π

2
)− u(x− π

2
)
)
, iar dacă folosim

Teorema 2.1.1 avem F[u(x+ π
2 )](ω) = e

iωπ
2 F[u(x)](ω) =

e
iωπ
2

iω
. Analog F[u(x−

π
2 )](ω) =

e−
iωπ
2

iω
. Se obţine

F[f(x)](ω) =
2A

ω
sin(

ωπ

2
) = πA · sa(ωπ

2
)

unde sa(x) =

{ sinx

x
, x ̸= 0

1, x = 0
este funcţia denumită sinus atenuat .

Aplicaţia 2.1.2. Se consideră un semnal de tip impuls

f(t) =

{
cos
(
πt
2T

)
, |t| 6 T

0, ı̂n rest.

1. Reprezentaţi grafic semnalul ı̂n domeniul timp.

2. Calculaţi transformata Fourier pentru acest semnal.

3. Determinaţi frecvenţa nulurilor spectrale şi reprezentaţi grafic spectrul
de amplitudine al acestui impuls, ı̂n domeniul frecvenţelor pozitive, pen-
tru T = 250µs.

Acest semnal este limitat ı̂n timp şi este reprezentat ı̂n figura de mai jos.
Pentru calculul transformatei Fourier, folosind relaţia cosx = 1

2(e
ix + e−ix),

obţinem

F (ω) =
1

2

∫ T

−T

(
ei(

π
2T

−ω)t + e−i( π
2T

+ω)t
)

dt =
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Figura 2.2: Spectrul semnalului dreptunghiular

T
[
sa
(π
2
− ωT

)
+ sa

(π
2
+ ωT

)]
.

Spectrul de amplitudine a semnalului, calculat ca modul al transformatei
Fourier, se anulează ı̂n acele puncte determinate de condiţia π

2 + ωT = kπ,

k ∈ Z. Deducem valorile nulurilor spectrale: ωk = (2k+1)π
2T , k ∈ Z. Rezultă

frecvenţele nulurilor spectrale: fk = 2k+1
4T , k ∈ Z. Pentru T = 250µs, valorile

acestor frecvenţe sunt: 1 kHz, 3 kHz, 5 kHz, etc.

Aplicaţia 2.1.3. Să determinăm transformata Fourier a funcţiei f(x) =

e−ax
2
, a > 0.

Pentru ı̂nceput stabilim transformata funcţiei f(x) = e−x
2
. Avem

F[e−x2
](ω) =

∫ +∞

−∞
e−x2

e−iωx dx =

∫ +∞

−∞
e−(x+ω

2
i)2−ω2

4 dx =

= e−
ω2

4

∫ +∞

−∞
e−(x+ω

2
i)2 dx.

Dacă notăm z = x + ω
2 i integrala se face pe o dreaptă paralelă cu axa ox,

iar daca folosim teorema lui Cauchy din teoria funcţiilor complexe, rezultă,
alegând drumuri convenabile, că integrala are aceeaşi valoare cu integrala reală∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√
π. Deci F[e−x2

](ω) =
√
πe−

ω2

4 . folosim Propoziţia 2.1.1 şi,
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Figura 2.3: Transformarea clopotului lui Gauss

pentru funcţia din enunţ, obţinem

F[e−ax2
](ω) =

1√
a
F(

ω√
a
) =

√
π

a
e−

ω2

4a . (2.5)

Aplicaţia 2.1.4. Să determinăm transformarea Fourier pentru funcţii de for-

ma f(x) =
P (x)

Q(x)
unde P,Q sunt polinoame ce satisfac grad Q > 1+grad P

iar Q nu se anulează pe R.
După cum ştim din teorema reziduurilor

F (ω) = 2πi
∑

Im zi>0

Rez

(
P (z)

Q(z)
e−iωz, zi

)
.

unde termenul sumei reprezintă reziduul funcţiei ı̂n zi.

Observaţia 2.1.2. Transformarea Fourier este injectivă. Într-adevăr, din
egalitatea F[f(x)] = F[g(x)] deducem că f = g a.p.t.

Problema de interes este să punem ı̂n evidenţă o clasă de funcţii pentru
care transformarea Fourier să fie şi surjectivă, deci inversabilă.

Propoziţia 2.1.1 (Lema lui Riemann). Dacă f : R → C este din L1(R),
atunci pe orice interval [a, b] are loc:

lim
ω→∞

∫ b

a
f(x)e−iωx dx = 0.
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Demonstraţie. Dacă folosim formula e−iωx = cosωx−i sinωx, este suficient
să demonstrăm că

lim
ω→∞

∫ b

a
f(x) sinωx dx = 0, lim

ω→∞

∫ b

a
f(x) cosωx dx = 0.

Pentru prima relaţie observăm că:∣∣∣∣∫ b

a
sinωx dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cosωb− cosωa

ω

∣∣∣∣ 6 2

ω
.

Presupunem mai ı̂ntâi că f este integrabilă ı̂n sens propriu şi descompunem
[a, b] ı̂n n părţi prin a = x0 < x1 < . . . < xi < xi+1 < . . . < xn = b relativ la
care: ∫ b

a
f(x) sinωx dx =

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(x) sinωx dx.

Fie Mi,mi marginile funcţiei (integrabile) f pe [xi, xi+1], atunci:∫ b

a
f(x) sinωx dx =

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(f(x)−mi) sinωxdx+
n−1∑
i=0

mi

∫ xi+1

xi

sinωx dx 6

6
n−1∑
i=0

(Mi −mi)(xi+1 − xi) +
2

ω

n−1∑
i=0

|mi|.

Pentru ε > 0 alegem diviziunea astfel ca:

n−1∑
i=0

(Mi −mi)(xi+1 − xi) <
ε

2

lucru posibil datorită integrabilităţii lui f . Alegem ω astfel ca:

ω >
4

ε

n−1∑
i=0

|mi|.

Avem: ∣∣∣∣∫ b

a
f(x) sinωx dx

∣∣∣∣ < ε

de unde deducem afirmaţia. Dacă f este integrabilă ı̂n sens impropriu şi
presupunem că b este un punct singular, descompunem integrala pe intervalele
[a, b− η] şi [b− η, b]. A doua integrală se majorează∣∣∣∣∫ b

b−η
f(x)ωx dx

∣∣∣∣ 6 ∫ b

b−η
|f(x)| dx,
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iar pentru η suficient de mic poate fi făcută <
ε

2
. Prima integrală poate fi

şi ea facută <
ε

2
, conform raţionamentului precedent şi pentru ω suficient de

mare.

Observaţia 2.1.3. Demonstraţia este mai comodă ı̂ntr-un caz particular,
frecvent ı̂ntâlnit ı̂n practică şi anume: f este derivabilă şi cu derivata con-
tinuă. Într-adevăr afirmaţia rezultă din următorul calcul:∫ A

−A
f(x)e−iωx dx = −f(x)e

−iωx

iω

∣∣∣A
−A

+

∫ A

−A
f ′(x)

e−iωx

iω
dx =

1

ω
G(ω),

unde G(ω) este o funcţie mărginită.

Teorema 2.1.2. Transformata Fourier este o funcţie continuă şi

lim
|ω|→∞

F (ω) = 0.

Demonstraţie. Deoarece f este din L1(R), integrala
∫ +∞

−∞
f(x)e−iωx dx

converge uniform ı̂n raport cu parametrul ω, deci F este funcţie continuă. Fie
ε > 0 arbitrar; deorece f este din L1(R) există Aε > 0, astfel ca:∫ −Aε

−∞
|f(x)| dx+

∫ ∞

Aε

|f(x)| dx < ε

2
.

Atunci putem scrie:

|F (ω)| =
∣∣∣ ∫ ∞

−∞
f(x)e−iωx dx

∣∣∣ 6
6
∫ −Aε

−∞
|f(x)| dx+

∣∣∣ ∫ Aε

−Aε

f(x)e−iωx dx
∣∣∣+ ∫ ∞

Aε

|f(x)| dx.

Aplicând Lema lui Riemann,

lim
|ω|→∞

∫ Aε

−Aε

f(x)e−iωx dx = 0,

rezultă că există βε > 0 astfel ca pentru orice |ω| > βε să avem∣∣∣ ∫ Aε

−Aε

f(x)e−iωx dx
∣∣∣ < ε

2
.

Pentru |ω| > βε rezultă |F (ω)| < ϵ, de unde afirmaţia.
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2.1.1 Clasa funcţiilor rapid descrescătoare S

Pentru a asigura surjectivitatea transformării Fourier, introducem următoarea
clasă de funcţii, numite funcţii rapid descrescătoare:

S = {f : R → C|f ∈ C∞(R),∀k, q ∈ N,∃Ck,q, |xkf (q)(x)| 6 Ck,q}

unde f (q) este derivata de ordin q a funcţiei f . Un exemplu de funcţie care

este din această clasă este f(x) = e−x
2
. Mai observăm că funcţiile din S sunt

mărginite şi integrabile pe R, deoarece au loc majorările

|xkf (q)(x)| 6 Ck+2,q

x2

şi

|xkf (q)(x)| 6 min{Ck,q,
Ck+2,q

x2
} 6

C∗
k,q

1 + x2

unde C∗
k,q este o constantă convenabil aleasă, iar funcţia din membrul al doilea

este din L1(R) .
Pentru demonstrarea unor proprietăţi suplimentare ale transformării Fou-

rier este necesar să definim noţiunea de convergenţă pentru şirurile de funcţii
din clasa S.

Definiţia 2.1.3. Spunem că şirul de funcţii (fn)n∈N ∈ S este convergent la 0
ı̂n S, dacă pentru orice k, q ∈ N,

(xkf (q)n (x))n∈N converge uniform la 0 pe R.

Teorema 2.1.3. [derivarea imaginii] Dacă f ∈ S atunci
F ∈ C∞(R) şi are loc

ikF[f(x)](k)(ω) = F[xkf(x)](ω), ∀k ∈ N. (2.6)

Demonstraţie. Demonstraţia se face prin inducţie, dar vom face efectiv
doar etapa de verificare, trecerea de la k la k+1 nu ridică probleme deosebite.
Deoarece |f(x)e−iωx| 6 |f(x)| rezultă că integrala improprie converge uni-
form ı̂n raport cu parametrul ω, iar integrantul este derivabil ı̂n raport cu
parametrul. Deci integrala (2.1) poate fi derivată ı̂n raport cu parametrul şi
găsim

F ′(ω) = −i

∫ +∞

−∞
xf(x)e−iωx dx = −iF[xf(x)](ω).
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Observaţia 2.1.4. 1) Constatăm că transformata Fourier a unei funcţii din
S este indefinit derivabilă.

2) Teorema este valabilă pentru funcţii din L1(R) pentru care xkf(x) este
din L1(R), deci gradul de ”netezime” pentru transformata Fourier creşte dacă
se impun condiţii mai tari de descreştere spre infinit a funcţiei f .

Teorema 2.1.4 (imaginea derivatei). Dacă f ∈ S are loc

F[f (k)](ω) = (iω)kF[f(x)](ω). (2.7)

Demonstraţie. Arătăm egalitatea doar pentru k = 1. Aplicând formula de
integrare prin părţi,

F[f ′(x)](ω) =

∫ +∞

−∞
f ′(x)e−i ω x dx =

= f(x)e−iωx
∣∣∣+∞

−∞
+ iω

∫ +∞

−∞
f(x)e−i ω x dx = iωF[f(x)](ω).

Observaţia 2.1.5. Indicăm două situaţii mai generale, ı̂n care formula prece-
dentă este valabilă.

1) Dacă f este din L1(R), continuă cu derivata continuă pe porţiuni din
L1(R), atunci are loc

f(x) = f(0) +

∫ x

0
f ′(y) dy

de unde
lim

x→+∞
f(x) = 0, lim

x→−∞
f(x) = 0

(altfel f nu ar fi integrabilă). În acest caz raţionamenul precedent rămâne
valabil.

2) Dacă f este din L1(R), derivabilă, cu derivata continuă şi lim
|x|→∞

f(x) =

0, atunci are loc formula (2.7).
Deci cu cât f are mai multe derivate integrabile, cu atât descreşterea la 0

(când argumentul tinde spre infinit) a transformatei Fourier este mai rapidă.

Teorema 2.1.5 (liniaritare şi continuitate). Transformarea Fourier F :
S → S este o aplicaţie liniară şi continuă.

Demonstraţie. Să arătăm pentru inceput că transformata unei funcţii din
S este tot din S. Mai ı̂ntâi, dacă folosim egalităţile (2.6) şi (2.7), avem

F[(xkf)(q)](ω) = (iω)qF[xkf ](ω) = ik(iω)qF(k)[f ](ω).
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Apoi aplicăm modulul ı̂n membrul al doilea şi obţinem

|ωqF(k)[f ](ω)| = |F[(xkf)(q)](ω)|

iar (din Teorema 2.1.2) al doilea membru se majorează cu o constantă ce
depinde de k, q; deci transformata este funcţie din clasa S. Liniaritatea trans-
formării Fourier este evidentă. Pentru a arăta că aplicaţia este continuă, este
suficient să demonstrăm ca dacă (fn)n ∈ S converge la 0 ı̂n S, atunci (F[fn])n
converge la 0 ı̂n S. Aceasta rezultă din estimările

|ωkF(q)[fn](ω)| = |F[(xkfn)(q)](ω)| 6
∫ +∞

−∞
|(xkfn)(q)| dt→ 0

uniform pe R.

Teorema 2.1.6 (inversiune). Dacă f ∈ S atunci are loc

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)eiωx dω. (2.8)

Demonstraţie. Calculăm integrala din membrul al doilea∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(t)e−iωtdt

)
eiωx dω.

Deoarece |eiωxf(x)| 6 |f(x)|, integrandul, ca funcţie de două variabile (ω, x),
nu este din L1(R2), nu putem schimba ordinea de integrare. Pentru a evita
acest neajuns vom proceda astfel: fie g ∈ S o funcţie arbitrar aleasă. Calculăm,
prin schimbarea ordinei de integrare,∫ +∞

−∞
F (ω)g(ω)eiωx dω =

∫ +∞

−∞
g(ω)eiωx dω

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt =

∫ +∞

−∞
f(t) dt

∫ +∞

−∞
g(ω)eiω(x− t) dω =

∫ +∞

−∞
f(t)F[g](t− x) dt =∫ +∞

−∞
f(x+ y)F[g](y) dy.

Ultima egalitate s-a obţinut prin schimbarea de variabilă t− x = y. Deducem
astfel egalitatea∫ +∞

−∞
F (ω)g(ω)eiωx dω =

∫ +∞

−∞
f(x+ y)F[g](y) dy. (2.9)

Aplicăm raţionamentul precedent funcţiei g(ε ω), ∀ε > 0 şi avem∫ +∞

−∞
F (ω)g(εω)eiωx dω =

∫ +∞

−∞
f(x+ εy)F[g](y) dy.



2.1. TRANSFORMAREA FOURIER 69

Deoarece F[f ],F[g] ∈ S sunt integrabile şi mărginite putem trece la limită sub
integrală, când ε→ 0 şi găsim

g(0)

∫ +∞

−∞
F[f ]eiωx dω = f(x)

∫ +∞

−∞
F[g](y) dy.

Deoarece g este arbitrar, ı̂l alegem g = e−
t2

2 şi din (2.5), pentru a =
1

2
avem

F[g] =
√
2πe−

ω2

2 . Ţinând cont de egalităţile

∫ +∞

−∞
e−

y2

2 dy =
√
2π şi g(0) = 1

obţinem ∫ +∞

−∞
F[f ]eiωx dω = 2πf(x).

Corolarul 2.1.1. Dacă f ∈ S, are loc formula

F[F[f ]](x) = 2πf(−x). (2.10)

Demonstraţie. Observăm că are loc egalitatea:

F[f ](ω) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωx dx =

1

2π

∫ +∞

−∞
2πf(−x)eiωx dx

deci primul membru este transformata Fourier pentru 2πf(−x), de unde de-
ducem relaţia.

Teorema 2.1.7. Dacă f, g ∈ S, atunci au loc:∫ +∞

−∞
F[f ](x)g(x) dx =

∫ +∞

−∞
f(x)F[g](x) dx (2.11)

∫ +∞

−∞
f(x)g(x) dx =

1

2π

∫ +∞

−∞
F[f ](x)F[g](x) dx (2.12)

(Imaginea produsului de convoluţie)

F[(f ⋆ g)] = F[f ]F[g] (2.13)

(Imaginea produsului)

F[f · g] = 1

2π
F[f ] ⋆ F[g]. (2.14)



70 CAPITOLUL 2. TRANSFORMAREA FOURIER

Demonstraţie. Pentru a obţine (2.11) e suficient să luăm x = 0 ı̂n formula

(2.9). Pentru (2.12), considerăm funcţia h =
1

2π
F[g] şi aplicăm formula de

inversiune.

g(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F[g](ω)eiωx dω =

1

2π

∫ +∞

−∞
F[g]eiωx dω =

=
1

2π

∫ +∞

−∞
F[g]e−iωx dω = F[h](t).

Calculăm acum al doilea membru al relaţiei (2.12), unde ı̂nlocuim g = h şi
folosim relaţia precedentă

1

2π

∫ +∞

−∞
F[f ]F[h](x) dx =

1

2π

∫ +∞

−∞
F[f ](x)g(x) dx =

=
1

2π

∫ +∞

−∞
f(x)F[g(x)]dx =

∫ +∞

−∞
h(x)f(x) dx

de unde afirmaţia.
Pentru relaţia (2.13) observăm mai intâi că funcţia produs de convolu-

ţie (f ⋆ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(y)g(x− y) dy fiind din L1(R) admite transformată

Fourier şi aceasta este:

F[(f ⋆ g)](ω) =

∫ +∞

−∞
(f ⋆ g)(x)e−iωx dx =

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
f(y)g(x− y)e−iωx dy =∫ +∞

−∞
f(y) dy

∫ +∞

−∞
g(x− y)e−iωx dx =∫ +∞

−∞
f(y) dy

∫ +∞

−∞
g(s)e−iω(y + s) ds = F[f ](ω)F[g](ω).

Pentru (2.14), aplicăm produsului fg formula F[F[f ]](x) = 2πf(−x) şi
avem

F[F[fg]](x) = 2πf(−x)g(−x). (2.15)

Apoi din (2.13)

F[(F[f ] ⋆ F[g])] = F[F[f ]] · F[F[g]] = 2πf(−x)2πg(−x) = 2πF[F[fg]].

În ultima relaţie s-a folosit formula (2.15).
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Observaţia 2.1.6. Dacă ı̂n (2.12) alegem f = g, formula devine∫ +∞

−∞
|f(x)|2 dx =

1

2π

∫ +∞

−∞
|F (ω)|2 dω. (2.16)

Formula (2.16) se numeşte formula lui Parseval, care interpretată fizic
exprimă o lege de conservare a energiei; primul membru reprezintă energia
degajată de circuit, iar al doilea energia spectrală. Formula lui Parseval se
poate extinde la funcţii din L2(R).

2.1.2 Transformările sinus şi cosinus

Fie f : [0,+∞) → C.

Definiţia 2.1.4. Numim transformata cosinus funcţia

FC [f(t)](ω) =

√
2

π

∫ +∞

0
f(x) cosωx dx. (2.17)

Din teorema (2.1.6) rezultă formula de inversiune

f(x) =

√
2

π

∫ +∞

0
FC(ω) cosωx dω. (2.18)

Definiţia 2.1.5. Numim transformata sinus funcţia

FS [f(x)](ω) =

√
2

π

∫ +∞

0
f(x) sinωx dx. (2.19)

Din teorema (2.1.6) rezultă formula de inversiune

f(x) =

√
2

π

∫ +∞

0
FS(ω) sinωx dω. (2.20)

2.1.3 Aplicaţii ale transformării Fourier

1. Teorema de eşantionare WKS
Această teoremă a fost stabilită de către Whittacker (1915), Kotelnikov

(1933) şi Shannon (1948) şi este un instrument teoretic larg folosit ı̂n elec-
tronică pentru a aproxima un semnal continuu prin cunoaşterea doar a unui
număr discret de valori. Introducem două clase de semnale. Pentru a > 0
notăm

Ta = {f : R → R| f ∈ L2(R), f(t) = 0, |t| > a}.
Un semnal din Ta se numeşte semnal de durată finită concentrat pe [-a, a].
Pentru b > 0, fie

Fb = {f : R → R| f ∈ L2(R), |F[f ](ω)| = 0, |ω| > b}.

Un semnal din Tb se mai numeşite semnal cu bandă limitată de frecvenţă.
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Teorema 2.1.8 ( Teorema WKS). Fie b > 0, T =
π

b
şi fie f ∈ Fb o funcţie

continuă. Atunci pentru orice t ∈ R are loc

f(t) =
∑
n∈Z

f(nT )sa( b(t− nT )) (2.21)

unde sa(t) =

{ sin t

t
, t ̸= 0

1, t = 0,
este sinusul atenuat.

Demonstraţie. Fie f ∈ Fb continuă care admite transformata Fourier
F (ω) = F[f(x)](ω) restrânsă la [−b, b] şi prelungită prin periodicitate la R.
F are dezvoltarea ı̂n serie Fourier sub forma complexă:

F (ω) =
∑
n∈Z

cne
i nπω

b , |ω| < b,

unde coeficienţii cn sunt daţi de formulele:

cn =
1

2b

∫ b

−b
F (ω)e−i nπω

b dω =
1

2b

∫ +∞

−∞
F (ω)e−i nπω

b dω =

=
1

2π

∫ +∞

−∞

π

b
F (ω)e−i nπω

b dω =
1

2π
F[
π

b
F[f ]](

nπ

b
) =

π

b
f(−nπ

b
).

Înlocuim ı̂n expresia transformatei Fourier şi avem:

F (ω) =
∑
n∈Z

π

b
f(−nπ

b
)ei nπω

b =
π

b

∑
n∈Z

f(
nπ

b
)e−i nπω

b .

Din formula de inversiune obţinem:

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eitω dω =

1

2π

∫ b

−b
F (ω)eitω dω =

=
1

2π

∫ b

−b

π

b

∑
n∈Z

f(n T )e−i nTωei tω dω =
1

2b

∑
n∈Z

f(n T )

∫ b

−b

π

b
eiω(t−nT ) dω =

=
1

2b

∑
n∈Z

f(n T )
ei b(t−nT ) − e−i b(t−nT )

i (t− nT )
=

=
∑
n∈Z

f(n T )
sin(t− nT )

b(t− nT )
=
∑
n∈Z

f(n T )sa (b(t− nT )).

T se numeşte perioadă de eşantionare.
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Aplicaţia 2.1.5. Să eşantionăm semnalul f(t) = u(t)e−t, cu 10 eşantioane
pe secundă (T = 0, 1s).

Deoarece funcţia scade repede la 0, trunchiem f pe un interval, ı̂n afara
căruia scade sub 0,01. Din condiţia e−t = 0, 01 rezultă a = 4, 605, deci inter-
valul pe care ı̂l luăm ı̂n considerare pentru eşantionare este [0; 4, 605] şi putem
presupune că f ∈ Ta. Din condiţia nT 6 4, 605 deducem n 6 46 şi b = 10π.

Observăm că transformata Fourier F (ω) are modulul |F (ω)| = 1

1 + ω2
de-

scresător la 0 şi care poate fi de asemena trunchiat pe intervalul [−10π, 10π] şi

presupus că aparţine clasei Fb. Avem f(n
π

2
) = e−

nπ
2 , 1 6 n 6 46 şi semnalul

f este aproximat prin formula

f(t) ≈
46∑
n=1

f(n
π

2
)sa(10πt− nπ).

Aplicaţia 2.1.6. Se consideră un semnal sinusoidal cu amplitudinea de 5V
şi frecvenţa de 1000Hz. Să se calculeze eşantioanele acestuia pe o perioadă,
ştiind că frecvenţa de eşantionare este de 8000Hz iar eşantionarea ı̂ncepe la
momentul t = 62, 5µs. Reprezentaţi grafic semnalul eşantionat pe intervalul
de timp 0− 1ms.

Expresia unui semnal sinusoidal este s(t) = A sin(2πf0t), unde A este
amplitudinea şi f0 este frecvenţa semnalului. În cazul semnalului considerat
A = 5, f0 = 1000; prin urmare expresia sa este

s(t) = 5 sin(2000πt).

Raportul dintre frecvenţa de eşantionare şi cea a semnalului are valoarea 8,
adică se citesc 8 eşantioane ı̂ntr-o perioadă de semnal. Perioada semnalului
este T = 1/f0 = 0, 001 s = 1ms. Momentele de eşantionare ı̂ncepând cu
T/16 = 62, 5µs sunt următoarele:

T

16
,
3T

16
,
5T

16
,
7T

16
,
9T

16
,
11T

16
,
13T

16
,
15T

16
.

Observăm că pe o perioadă, semnalul are simetrie impară faţă de mijlocul
perioadei, adică s

(
T
2 + t

)
= −s

(
T
2 − t

)
. Pe o semiperioadă semnalul are o

simetrie pară faţă de sfertul de perioadă, adică s(T4 + t) = s(T4 − t). Rezultă
că

s

(
T

16

)
= s

(
7T

16

)
= −s

(
9T

16

)
= −s

(
15T

16

)
şi

s

(
3T

16

)
= s

(
5T

16

)
= −s

(
11T

16

)
= −13s

(
T

16

)
.
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Este suficient să se calculeze valorile primelor două eşantioane ale semnalu-
lui pentru a cunoaşte valorile tuturor eşantioanelor dintr-o perioadă:

s

(
T

16

)
= 5 sin

(
2000π

T

16

)
= 5 sin

(π
8

)
= 1, 91V,

s

(
3T

16

)
= 5 sin

(
2000π

3T

16

)
= 5 sin

(
3π

8

)
= 4, 62V.

Secvenţa de eşantioane ale semnalului, pe o perioadă este urmt̆oarea:

1, 91; 4, 62; 4, 62; 1, 91; −1, 91; −4, 62; −4, 62; −1, 91.

2. Relaţia de incertitudine

Teorema 2.1.9. Presupunem că semnalul f este de clasă C1 şi că satisface
ipotezele

i. lim
|t|→∞

tf2(t) = 0

ii.

∫ ∞

−∞
f2(t) dt = 1.

Atunci are loc inegalitatea∫ ∞

−∞
t2f2(t) dt

∫ ∞

−∞
ω2|F (ω)|2 dω > π

2
.

Demonstraţie. Din formula lui Parseval (2.16) şi condiţia ii, deducem că

1 =

∫ ∞

−∞
f2(t) dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
|F (ω)|2 dω.

Să considerăm integrala

I(α) =

∫ ∞

−∞
(αtf(t) + f ′(t))2 dt.

Au loc

I(α) = α2

∫ ∞

−∞
t2f2(t) dt+ 2α

∫ ∞

−∞
tf(t)f ′(t) dt+

∫ ∞

−∞
f ′2(t) dt.

Dar∫ ∞

−∞
tf(t)f ′(t) dt = tf2(t)

∣∣∣∞
−∞

−
∫ ∞

−∞
(tff ′ + f2) dt = −1−

∫ ∞

−∞
tff ′dt

de unde ∫ ∞

−∞
tff ′ dt = −1

2
.
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Apoi, din formula lui Parseval aplicată derivatei şi (2.7) deducem∫ ∞

−∞
f ′2(t) dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
ω2|F (ω)|2 dω.

În concluzie

I(α) = α2

∫ ∞

−∞
t2f2(t) dt− α+

1

2π

∫ ∞

−∞
ω2|F (ω)|2 dω

şi acest trinom este pozitiv pentru orice α, de unde afirmaţia.

Interpretare fizică. Dacă spectrul ı̂n frecvenţă F (ω) este concentrat, deci
mic ı̂n modul cu excepţia unui interval mic, semnalul ı̂n timp are o durată
mare.

2.2 Transformarea Fourier discretă

În practică integrala din definiţia transformatei Fourier se aproximează cu o
sumă finită, fapt ce revine la aproximarea semnalului f cu un vector din CN .
Fie [x] = (xn)n=0,...,N−1, xn ∈ C un semnal cu un numar finit de valori pe
care ı̂l numim semnal discret.

Definiţia 2.2.1. Numim transformata Fourier discretă a semnalului [x] vec-
torul [f ] = (fk)k=0,··· ,N−1 ∈ CN ale cărui componente sunt:

fk =
N−1∑
n=0

xne
− 2π

N
ikn, k = 0, . . . , N − 1. (2.22)

Se numeşte transformare Fourier discretă, aplicaţia

F : CN =⇒ CN ,F[x] = [f ]

care se notatează DFT (Discrete Fourier Transform).

Notăm w = e−
2π
N

i şi (2.22) devine:

fk =
N−1∑
n=0

xnw
kn, k = 0, . . . , N − 1. (2.23)

Observaţia 2.2.1. Dacă x : R → R este o funcţie continuă ( un semnal
continual), restrângând pe x la un interval mărginit şi reţinând N eşantioane,
se obţine un semnal discret.
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În practică N este o putere a lui 2, iar eşantioanele sunt:

0,
2π

N
,
4π

N
, . . . ,

2π(N − 1)

N
.

Atunci:

F[x]

(
2π

N
k

)
=

∫ ∞

−∞
x(t)e−i 2π

N
kt dt =

∫ ∞

−∞
x(t)wkt dt.

Aproximând integrala cu o sumă (Riemann) finită găsim justificarea pentru
formula (2.22). Introducem matricea

W = (wkn)k,n=0,...,N−1 =


1 1 1 . . . 1
1 w w2 . . . wN−1

1 w2 w4 . . . w2(N−1)

. . . . . . . . . . . . . . .

1 wN−1 w2(N−1) . . . w(N−1)(N−1)


care este evident simetrică şi deoarece |w| = 1, calculând produsul dintre W
şi conjugata sa, deducem:

W ·W =W ·W = N · IN .

Deci matricea W este inversabilă şi are inversa:

W−1 =
1

N
W. (2.24)

Fie X respectiv F matricele:

F =


f0
f1
...
fN−1

 , X =


x0
x1
...
xN−1.


Atunci (2.23) se poate scrie matriceal:

F =WX. (2.25)

Astfel relaţia de calcul al transformatei F discrete (2.23) poate fi scrisa si
matriceal ca ı̂n formula (2.25).

Propoziţia 2.2.1. Dacă k, l ∈ Z are loc:

N−1∑
m=0

wkmw−lm =

{
N, dacă k − l divizibil cu N
0, ı̂n rest.
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Demonstraţie.
N−1∑
m=0

wkmw−lm =

N−1∑
m=0

e−
2π
N

im(k−l) =

=


N dacă k − l divizibil cu N

1− e−
2π
N

i(k−l)N

1− e−
2π
N

i(k−l)
= 0 ı̂n rest.

Teorema 2.2.1 (inversiune). Transformarea F : CN =⇒ CN este un izomor-
fism liniar. Dacă y ∈ CN , atunci:

F−1[y] = (xl)l=0,...N−1

unde:

xl =
1

N

N−1∑
n=0

ynw
−ln. (2.26)

Demonstraţie. Transformarea este evident un operator liniar. Dacă α, β ∈
C atunci

F[αx+ βy] = αF + βF.

Rămâne de arătat că au loc F◦F−1 = 1CN şi F−1 ◦F = 1CN . Verificăm a doua
relaţie. Pentru orice [x] = (xm)m=0,...,N−1, fie F[x] = [y] unde vectorul [y] are
componentele

yk =

N−1∑
m=0

xmw
km.

Atunci
F−1[y] =

=

(
1

N

N−1∑
k=0

ykw
−lk

)
l=0,...,N−1

=

(
1

N

N−1∑
k=0

(
N−1∑
m=0

xmw
km

)
w−lk

)
l=0,...,N−1

=

(
1

N

N−1∑
m=0

xm

N−1∑
k=0

w(m−l)k

)
l=0,...,N−1

= (xl)l=0,...,N−1.

În ultima relaţie s-a folosit propoziţia precedentă. Relaţia (2.26) poate fi scrisă
sub forma

X =
1

N
W · F. (2.27)

Interpretarea fizică a acestei teoreme este că orice semnal discret este unic
determinat de transformata sa Fourier discretă.



78 CAPITOLUL 2. TRANSFORMAREA FOURIER

Teorema 2.2.2. Fie [x] = (xm)m=0,...,N−1, cu xm ∈ R şi N număr par, atunci
au loc

fN
2
+r = f̄N

2
−r, ∀ r = 0, . . . ,

N

2
(2.28)

fN
2
∈ R. (2.29)

Demonstraţie. Relaţia (2.28) revine la

N−1∑
m=0

xmw
m(N

2
+r) =

N−1∑
m=0

xmw
−m(N

2
−r)

ceea ce este evident, deoarece wNm = 1. Pentru r = 0 ı̂n (2.28) se obţine
relaţia (2.29).

Importanţa practică a acestei teoreme este că reducem la jumătate numărul
coeficienţilor care trebuie calculaţi şi prin urmare şi timpul de calcul se ı̂njumă-
taţeşte.

Aplicaţia 2.2.1. Să determinăm transformata Fourier discretă a semnalului
[x] = (1, 1,−1, 0).

Avem N = 4, iar transformata Fourier discretă este

F[x] = (x0(−i)0 + x1(−i)k + x2(−i)2k + x3(−i)3k) = (1 + (−i)k + (−1)k+1)

pentru k = 0, 1, 2, 3; adică

F[x] = (1, 2− i,−1, 2 + i).

Observăm că fN
2
= −1 ∈ R. Avem w = e−i 2π

4 = −i, iar matricele W şi inversa
sunt

W =


1 1 1 1
1 −i −1 i
1 −1 1 −1
1 i −1 −i

 , W−1 =
1

4


1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

 .

Definiţia 2.2.2. Considerăm două semnale discrete [x] = (xm)m=0,...,N−1,şi
[y] = (ym)m=0,...,N−1. Definim convoluţia prin

[x ⋆ y] = (x ⋆ y)m=0,...,N−1 =

(
N−1∑
k=0

xkym−k

)
m=0,...,N−1

(2.30)

iar corelaţia prin:

[ẑ] = (ẑ)m =

(
N−1∑
k=0

xkym+k

)
m=0,...,N−1

. (2.31)
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În relaţiile precedente semnalele se prelungesc prin periodicitate. Notăm
x · y = (x0 · y0, x1 · y1, . . . , xN−1 · yN−1). Pentru orice [x], [y] ∈ CN au loc:

F[x ⋆ y] = F[x] · F[y] (2.32)

F−1[x ⋆ y] = NF−1[x] · F−1[y] (2.33)

F[x] ⋆ F[y] = NF[x · y] (2.34)

F[x̂ ⋆ y] = F[x̄] · F[y] (2.35)

F−1[x̂ ⋆ y] = F
−1

[x̄] · F−1[y] (2.36)

̂F[x] ⋆ F[y] = F[x · y]. (2.37)

2.3 Distribuţii temperate şi transformarea Fourier

Vom extinde noţiunea de transformată Fourier pe o clasă convenabilă de
distribuţii, numite temperate. Reamintim clasa funcţiilor rapid descrescătoare

S = {φ : R → C|f ∈ C∞(R),∃Ck,q, |tkf (q)(t)| 6 Ck,q}.

Spunem că şirul φn ∈ S converge la φ ∈ S dacă pentru orice k, q ∈ N tkφ
(q)
n →

tkφ(q), uniform pe R. Considerăm clasa funcţiilor test

D = {φ ∈ C∞(R) | supp φ mărginit} .

Are loc incluziunea

D ⊂ S

şi ı̂n sens topologic, adică din convergenţa şirurilor ı̂n D, rezultă şi convergenţa
ı̂n S. Mai observăm că incluziunea este strictă; de exemplu e−t2 ∈ S, dar nu
este din D. Să mai observăm că pentru orice φ ∈ S există un şir φn ∈ D astfel
ca φn → φ ı̂n S, cum ar fi de exemplu φn(t) = φ(t)η( t

n), η ∈ D astfel ca η = 1
pentru |t| < 1. De asemenea derivarea şi transformarea liniară at + b, a ̸= 0
sunt operaţii continue pe S.

Definiţia 2.3.1. Numim distribuţie temperată o funcţională liniară şi con-
tinuă pe S prin şiruri.

Notăm mulţimea distribuţiilor temperate cu S′ şi observăm că S′ ⊂ D′.
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Exemplul 2.3.1. Dacă o funcţie f : R → R are o creştere polinomială, adică
există două constante a > 0, A > 0 astfel ca pentru orice t ∈ R să avem

|f(t)| 6 A|t|a,

atunci f generează o distribuţie temperată prin formula

(Tf , φ) =

∫ +∞

−∞
f(t)φ(t) dt <∞, ∀φ ∈ S.

În particular polinoamele definesc distribuţii temperate.

Spunem că şirul de distribuţii temperate (Tn)n∈N converge la T ı̂n S′ dacă

(Tn, φ) → (T, φ), ∀φ ∈ S.

Aplicaţia 2.3.1. Dacă T ∈ D′ are suport compact, ea admite o prelungire
unică pe S, ca element al lui S′, astfel

(T, φ) = (T, ηφ), φ ∈ S, η ∈ D, η = 1

pe o vecinătate a suportului lui φ. Această funcţională este continuă; dacă
φk → 0, k → ∞ ı̂n S, atunci ηφk → 0 ı̂n D. Se poate demonstra că prelungirea
nu depinde de funcţia auxiliară η.

Folosind rezultatele asupra produsului direct şi al celui de convoluţie a
două distribuţii oarecare, se pot demonstra următoarele proprietăţi:

Teorema 2.3.1. Dacă S ∈ S′ şi T ∈ D′ are suport compact, atunci convoluţia
S ⋆ T există ı̂n S′ şi are loc reprezentarea

(S ⋆ T, φ) = (S(s) · T (t), η(t)φ(s+ t)), ∀φ ∈ S

unde η ∈ D şi este egală cu 1 ı̂ntr-o vecinătate a suportului distribuţiei T .

Teorema 2.3.2. Dacă S, T ∈ D′
+ ∩ S′ atunci există S ⋆ T , aparţine lui S′+ şi

are loc

(S ⋆ T, φ) = (S(s) · T (t), η1(s) η2(t)φ(s+ t)), φ ∈ S,

unde η1, η2 ∈ C∞(R) şi sunt egale cu 1 ı̂ntr-o vecinătate a semiaxei [0,+∞)
şi nule pentru t < 0, suficient de mare ı̂n valoare absolută.

Reamintim că dacă φ ∈ S atunci admite transformată Fourier dată de

F[φ(t)](ω) =

∫ +∞

−∞
φ(t)e−i ω t dt, i2 = −1 (2.38)
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notată pe scurt F (ω), iar transformarea Fourier este un izomorfism pe S.
Inversa este dată de

φ(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ei ω t dt =

1

2π
F[F (−ω)](t). (2.39)

Acest lucru poate fi scris sub forma

F−1[F (ω)] =
1

2π
F[F (−ω)]. (2.40)

Definiţia 2.3.2. Dacă T este o distribuţie temperată, numim transformata
Fourier, distribuţia notată F[T ] şi definită prin

(F[T ], φ) = (T,F[φ]), ∀φ ∈ S. (2.41)

Formula de mai sus corespunde următoarei situaţii clasice: dacă f ∈ S

atunci transformata sa Fourier, F , este funcţie local integrabilă şi generează o
distribuţie, dată de

(TF , φ) =

∫ +∞

−∞
F (ω)φ(ω) dω =

∫ ∫
R2

f(t)e−itωφ(ω) dt dω =

=

∫ +∞

−∞
f(t) dt

∫ +∞

−∞
φ(ω)e−itω dω =

∫ +∞

∞
f(t)F[φ](t) dt = (Tf ,F[φ]).

Teorema 2.3.3. Transformarea Fourier F : S′ → S′ este un izomorfism bi-
continuu.

Demonstraţie. Se arată uşor că F[T ] este o funcţională liniară; deoarece
F[φ] ∈ S, membrul al doilea din formula de definiţie (2.41) este bine-definit;
mai mult, dacă φn → φ ı̂n S atunci rezultă şi convergenţa F[φn] → F[φ] ı̂n S.
Deducem continuitatea lui operatorului F. Pentru aceasta , fie (Tn)n ∈ S′ cu
Tn → T ı̂n S′. Atunci

(F[Tn], φ) = (Tn,F[φ]) → (T,F[φ]) = (F[T ], φ) ∀φ ∈ S

şi deci F este continuu. Dacă T ∈ S′, definim transformarea

F−1[T ] =
1

2π
F[T (−ω)]. (2.42)

Arătăm că aceasta este inversa transformării Fourier, adică are loc egalitatea

F−1[F[T ] ] = F[F−1[T ] ] = T, ∀T ∈ S′.

Stabilim pentru ı̂nceput egalităţile:

(F−1[F[T ] ], φ) =
1

2π
(F[F[T ](−ω)], φ) = 1

2π
(F[T ](−ω),F[φ] ) =
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=
1

2π
(F[T ],F[φ](−ω)) = (F[T ],F−1[φ] ) = (T,F[F−1[φ] ) = (T, φ).

Deci
F−1[F[T ] ] = T, ∀T ∈ S′.

Apoi

(F[F−1[T ] ], φ) = (F−1[T ],F[φ] ) =
1

2π
(F[T (−ω)],F[φ] ) =

=
1

2π
(T (−ω),F[F[φ] ) = 1

2π
(T,F[F[φ] ](−ω)) =

= (T,F−1[F[φ] ]) = (T, φ).

Aşadar avem şi egalitatea

F[F−1[T ] ] = T, ∀T ∈ S′.

Aplicaţia 2.2.2. Să arătăm că au loc următoarele formule:

F[δa] = Te−iaω . (2.43)

F[δ] = T1 (2.44)

2πδ = F[T1] (2.45)

Într-adevăr

(F[δa], φ] = (δa,F[φ]) = (δa,

∫ +∞

−∞
φ(t)e−itω dt) =

=

∫ +∞

−∞
φ(t)e−ita dt = (Te−ita , φ), ∀φ ∈ S

şi prima formulă este dovedită. Pentru a = 0 ı̂n (2.43), deducem a doua
formulă. Folosind formula de inversiune (2.42) deducem

δ = F−1[T1] =
1

2π
F[T1].

Astfel rezultă şi ultima afirmaţie.

Observaţia 2.3.1. Funcţia identic 1 nu are transformata Fourier, ı̂n timp ce
distribuţia generată de această funcţie, T1 admite transformată Fourier.

Enunţăm ı̂n continuare câteva proprietăţi ale transformatei Fourier.

Teorema 2.3.4 (derivarea imaginii). Pentru orice T ∈ S′ are loc

F[T ](n) = F[(−iω)nT ]. (2.46)
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Demonstraţie. Au loc

(F[T ](n), φ) = (−1)n(F[T ], φ(n)) = (−1)n(T,F[φ(n)]) =

(−1)n(T, (iω)n(F[φ]) = ((−iω)nT,F[φ]) = (F[(−iω)nT ], φ)

pentru orice φ ∈ D. În particular dacă T = T1, atunci

F[T1]
(n) = F[T(−iω)n ], (2.47)

de unde, dacă folosim (2.45), deducem

2πinδ(n) = F[Tωn ]. (2.48)

Observaţia 2.3.2. Toate polinoamele admit transformată Fourier ı̂n sensul
distribuţiilor.

Teorema 2.3.5 (imaginea derivatei). Pentru orice distribuţie temperată
are loc

F[T (n)] = (it)nF[T ]. (2.49)

Demonstraţie. Pentru orice φ ∈ S avem

(F[T (n)], φ) = (T (n),F[φ]) = (−1)n(T,F(n)[φ]) =

= (−1)n(T, (−i)nF[tnφ]) = in(F[T ], tnφ) = ((it)nF[T ], φ).

Corolarul 2.3.1. Dacă T = δ, are loc

F[δ(n)] = T(it)n . (2.50)

Teorema 2.3.6 (̂ıntârziere). Pentru orice distribuţie temperată are loc

F[T (t− t0)] = e−it0F[T ]. (2.51)

Demonstraţie.

(F[T (t− t0)], φ) = (T (t− t0),F[φ]) = (T (t),F[φ](t+ t0)) =

= (T (t),F[e−it0φ]) = (F[T ], e−it0φ) = (e−it0F[T ], φ), ∀φ ∈ S.
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Teorema 2.3.7 (deplasare). Pentru orice distribuţie temperată are loc

F[T ](ω + ω0) = F[e−iω0tT ](ω). (2.52)

Demonstraţie.

(F[T ](ω + ω0), φ) = (F[T ], φ(ω − ω0)) = (T,F[φ(ω − ω0)]) =

= (T, e−iω0F[φ]) = (F[e−iω0tT ], φ), ∀φ ∈ S.

Teorema 2.3.8 (imaginea asemănării). Pentru orice distribuţie temperată
are loc

F[T (at)](ω) =
1

|a|
F[T ](

ω

a
), a ̸= 0. (2.53)

Demonstraţie. Pentru orice φ ∈ S avem

(F[T (at)](ω), φ) = (T (at),F[φ(ω)]) =
1

|a|
(T (u),

∫ +∞

−∞
φ(ω)e−iω u

a dω),

de unde prin schimbarea de variabiă ω = at, rezultă

(T (u),

∫ +∞

−∞
φ(at)e−iut dt) =

= (T (u),F[φ(at)]) = (F[T ], φ(at)) = (
1

|a|
F[T ](

ω

a
), φ).

Se poate demonstra că dacă T este o distribuţie cu suport compact atunci
transformata sa Fourier este o funcţie de clasă C∞(R) şi admite reprezentarea

F[T ](ω) = (T (t), η(t)e−itω) (2.54)

unde η ∈ D şi η = 1 pe o vecinătate a suportului lui T .

Teorema 2.3.9 (imaginea convoluţiei). Pentru orice distribuţie temperată
T şi orice distribuţie cu suport compact S are loc

F[T ⋆ S] = F[T ] · F[S]. (2.55)

Demonstraţie. T ⋆ S este o distribuţie temperată şi poate fi scrisă relaţia

(T ⋆ S, φ) = (T (t), S(s), η(s)φ(s+ t))), ∀φ ∈ S

unde η ∈ D şi η = 1 ı̂ntr-o vecinătate a lui supp S. Folosind această
reprezentare au loc

(F[T ⋆ S], φ) = (T ⋆ S,F[φ]) = (T (t), (S(s), η(s)

∫ +∞

−∞
φ(u)e−i(s+t)u du)).
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Folosind comutativitatea produsului direct dintre S şi T1 rezultă

(S(s), η(s)

∫ +∞

−∞
φ(u)e−i(s+t)u du) =

∫ +∞

−∞
(S(s), φ(u)e−i(s+t)uη(s)) du.

Dacă se ţine seama de (2.54) egalităţile anterioare pot fi continuate

(T ⋆ S, φ) = (T (t),

∫ +∞

−∞
(S(s), φ(u)e−i(s+t)uη(s)) du) =

= (T,

∫ +∞

−∞
F[S](u)φ(u)e−iut du) =

= (T,F[F[S]]φ) = (F[T ],F[S]φ) = (F[T ] · F[S], φ).

Un tabel al unor transformate Fourier uzuale este dat ı̂n anexe. Subliniem
ı̂ncă o dată că, prin lărgirea noţiunii de funcţie la cea de distribuţie se poate
extinde transformata Fourier renunţând la integrabilitate pe axa reală, cum
trebuia presupus ı̂n cazul clasic. Astfel se lărgeşte noţiunea de spectru ı̂n
frecvenţă pentru o clasă mai largă de semnale (cum ar fi cele care descriu un
salt la infinit).

Aplicaţia 2.3.3. Să determinăm transformatele Fourier ale distribuţiilor:

1) T
eit

2 2) Tu.

1) Pentru prima distribuţie avem, pentru orice φ ∈ S

(F[T
eit

2 ], φ) = (T
eit

2 ,F[φ]) =

∫ +∞

−∞
eit

2
F[φ](t) dt =

= lim
a,b→∞

∫ b

−a

∫ R

−R
φ(ω)e−itω dωdt = lim

a,b→∞

∫ R

−R
φ(ω)

∫ b

−a
eit

2−itω dtdω =

=

∫ R

−R
φ(ω) lim

a,b→∞

∫ b

−a
eit

2−itω dt dω =

=

∫ R

−R
φ(ω) lim

a,b→∞
e−iω

2

4 dω

∫ b

−a
ei(t−

ω
2
)2 dt =

=
√
π

∫ +∞

−∞
φ(ω)e−iω

2−π
4 dω.

În ultima relaţie s-au folosit integralele lui Fresnel∫ +∞

−∞
sin t2 dt =

√
π

2
,

∫ +∞

−∞
cos t2 dt =

√
π

2
.
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şi exponenţiala ı̂n complex eix = cosx+i sinx. Deci transformata Fourier este
distribuţia

√
πe−

i(ω2−π)
4 .

2) Reamintim că transformata Fourier pentru funcţia u(t)e−at este

F[e−atu(t)] =
1

a+ iω
=

1

−i(−ω + ia)
.

Dacă trecem la limită pentru a → 0, atunci ue−at → u ı̂n S′, iar ope-
ratorul F fiind continuu deducem ı̂n primul membru F[u(t)], iar al doilea

membru tinde la
1

−i(−ω + i0)
care, din formulele lui Sohotski (1.43), este

−1

i
(−iπδ − V p

1

ω
) = πδ − iV p

1

ω
.

Următoarea formulă este folosită ı̂n teoria ecuaţiior eliptice.

Aplicaţia 2.3.4. (formula lui Poisson). Pentru orice t > 0 are loc

+∞∑
n=−∞

e−tn2
=

√
π

t

+∞∑
n=−∞

e−
n2π2

t .

La derivarea distribuţiilor am stabilit formula Poisson (1.57). Vom relua
din demonstraţia ei afirmaţia

+∞∑
n=−∞

δ(ω − nω0) =
1

ω0

+∞∑
n=−∞

T
e
in 2πω

ω0
.

Luăm ω0 = 2π şi formula devine

2π

+∞∑
n=−∞

δ(ω − 2nπ) =

+∞∑
n=−∞

Teinω =

+∞∑
n=−∞

F[δ(ω − n)].

Atunci, pentru orice φ ∈ S, obţinem

2π(

+∞∑
n=−∞

δ(ω − 2nπ), φ) = 2π

+∞∑
n=−∞

φ(2nπ) =

= (
+∞∑

n=−∞
F[δ(ω − n)], φ) =

+∞∑
n=−∞

(δ(ω − n),F[φ]) =
+∞∑

n=−∞
F[φ](n).

Deci pentru orice φ ∈ S

2π

+∞∑
n=−∞

φ(2nπ) =

+∞∑
n=−∞

F[φ](n).
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Alegem φ(x) = e−
tx2

4π2 , transformata sa Fourier este F[φ] = 2π

√
π

t
e−

ω2π2

t şi

obţinem formula căutată.

2.3.1 Rezolvarea unor ecuaţii diferenţiale.

Considerăm ecuaţia diferenţială de ordinul n ∈ N cu forma generală

an(t)U
(n) + an−1(t)U

(n−1) + · · ·+ a0(t)U = T (2.56)

unde ai ∈ C∞(R), iar T ∈ D′. Notăm

L = an(t)
d(n)

dsn
+ an−1(t)

d(n−1)

dsn−1
+ · · ·+ a0(t)I

şi atunci ecuaţia (2.56) devine

L(U) = T.

Definiţia 2.3.3. Numim soluţie generalizată (̂ın sensul teoriei distribuţiilor)
pe intervalul (a, b), orice distribuţie S ∈ D′(a, b) care satisface

(an(t)S
(n) + an−1(t)S

(n−1) + · · ·+ a0(t)S, φ) = (T, φ), (2.57)

pentru orice φ ∈ D(a, b).

D(a, b) este mulţimea tuturor funcţiilor φ, indefinit derivabile pe intervalul
(a, b) care au suppφ ⊂ (a, b). Relaţia (2.57) este echivalentă cu

(S, (−1)nanφ
(n) + (−1)n−1an−1φ

(n−1) + · · ·+ a0φ) = (T, φ), ∀φ ∈ D(a, b).

Presupunem că termenul liber este o distribuţie generată de o funcţie, T = Tf .
Atunci ecuaţiei (2.56) ı̂i putem asocia o ecuaţie diferenţială ordinară

an(t)y
(n) + · · ·+ a0(t)y(t) = f(t). (2.58)

Este evident că orice soluţie clasică este şi soluţie ı̂n sensul distribuţiilor. Re-
ciproca este dată de umătoarea lemă.

Lema 2.3.1. Dacă T = Tf cu f ∈ C(a, b) şi soluţia generalizată este de forma
S = Ty unde funcţia y ∈ Cn(a, b), atunci y este şi soluţie clasică a ecuaţiei
diferenţiale (2.58).

Demonstraţie. Deoarece y ∈ Cn(a, b), atunci derivatele ı̂n sensul distri-
buţiilor sunt

T (k)
y = Ty(k) , k = 1, . . . , n.
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Dacă S este soluţie are loc

L(Ty)− Tf = 0

pe (a, b) ı̂n sens distribuţional. Din Lema du Bois-Raymond rezultă că, aproape
pentru toţi t ∈ (a, b) are loc egalitatea

an(t)y
(n)(t) + · · ·+ a0(t)y(t) = f(t).

Din continuitate rezultă că relaţia precedentă are loc pentru orice t ∈ (a, b)
peste tot; deci y este soluţie clasică.

Considerăm ecuaţia cu coeficienţi constanţi

anS
(n) + an−1S

(n−1) + · · ·+ a0S = T, a0, . . . , an ∈ C. (2.59)

Definiţia 2.3.4. Numim soluţie fundamentală a ecuaţiei (2.59) distribuţia U
care satisface

L(U) = δ, (2.60)

unde L = an
d(n)

dsn
+ an−1

d(n−1)

dsn−1
+ · · ·+ a0I.

În general soluţia nu este unică, ci este determinată până la o soluţie
arbitrară a ecuaţiei L(V ) = 0; adică dacă U este soluţie fundamentală şi V
este o soluţie a ecuaţiei L(V ) = 0, atunci U + V este soluţie fundamentală.

Lema 2.3.2. U este o soluţie fundamentală pentru L dacă şi numai dacă
transformata Fourier satisface

n∑
k=0

ak(iω)
kF[U ] = 1. (2.61)

Demonstraţie. Fie U soluţie fundamentală. Aplicăm ecuaţiei (2.60) trans-
formata Fourier şi avem

F[L(U)] = F[δ].

Dar F[δ] = 1 iar primul membru devine succesiv

F[L(U)] = F[
n∑

k=0

akU
(k)] =

n∑
k=0

akF[U
(k)] =

n∑
k=0

ak(iω)
kF[U ],

deci are loc (2.61). Reciproc, rezultă făcând trecerea inversă pe formulele
precedente.

Această lemă reduce rezolvarea ecuaţiei liniare cu coeficienţi constanţi la
rezolvarea unor ecuaţii algebrice de forma

P (ω)X = 1

unde P (ω) este un polinom oarecare. Construcţia unei soluţii fundamentale
este dată de următoarea teoremă.
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Teorema 2.3.10. Fie y = y(x) soluţia problemei Cauchy
any

(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + . . .+ a0y(t) = 0

y(0) = · · · = y(n−2)(0) = 0

y(n−1)(0) = 1.

(2.62)

Atunci distribuţia generată de u(t)y(t) este soluţie fundamentală.

Demonstraţie. Derivăm distribuţia U = Tu(t)y(t), folosind condiţiile Cauchy.
Avem

U ′ = Tuy′ + δ · (y(0 + 0)− y(0)) = Tuy′

· · ·
U (n−1) = Tuy(n−1)

U (n) = Tuy(n) + δ · 1.

Folosind ecuaţia (2.62) rezultă evident

anU
(n) + · · ·+ a0U + δ = 0 + δ = δ.

Teorema 2.3.11. Fie U ∈ D′ soluţie fundamentală a operatorului L şi T ∈ D′

astfel ı̂ncât să existe convoluţia U ⋆ T . Atunci soluţia ecuaţiei (2.59) există ı̂n
D′ şi este de forma

S = U ⋆ T.

Soluţia este unică ı̂n clasa de distribuţii din D′ pentru care există convoluţia
cu U .

Demonstraţie. Arătăm că U ⋆ T este soluţie.

L(U ⋆ T ) =
n∑

k=0

ak(U ⋆ T )(k) = (
n∑

k=0

akU
(k)) ⋆ T =

= L(U) ⋆ T = δ ⋆ T = T.

Pentru unicitate arătăm că ecuaţia omogenă

anV
(n) + · · ·+ a0V = 0

are numai soluţia nulă ı̂n clasa de distribuţii pentru care convoluţia cu U există
ı̂n D′. Într-adevăr avem

V = V ⋆ δ = V ⋆ L(U) = L(V ) ⋆ U = 0 ⋆ U = 0
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Aplicaţia 2.3.5. Să rezolvăm ecuaţia

T ′′ + 2T ′ + T = 2δ + δ′.

Pentru soluţia fundamentală asociem problema Cauchy

y′′(t) + 2y′(t) + y(t) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1

cu soluţia y(t) = c1e
−t + c2te

−t. Condiţiile iniţiale ne conduc la y(t) = e−t.
Soluţia fundamentală este U = Tu(t)y(t), iar a problemei este

T = U ⋆ (2δ + δ′) = 2U + U ′ = Tu(t)(t+1)e−t .

Prezentăm o a doua metodă de rezolvare. Aplicăm transformarea Fourier.
Obţinem

(iω)2F + 2iωF + F = 2 + iω,

unde F = F[T ] este transformata lui T . Deducem

F =
2 + iω

(1 + iω)2
=

1

(1 + iω)2
+

1

1 + iω
.

Dar, din cazul clasic
1

1 + iω
= F[e−tu(t)],

iar
1

(1 + iω)2
= −1

i
(

1

1 + iω
)′ = iF[−(it)u(t)e−t] = F[tu(t)e−t].

Deducem că
F = F[(1 + t)e−t]u(t),

iar prin inversare
T = u(t)(1 + t)e−t.

Problema Cauchy. Considerăm ecuaţia diferenţială cu coeficienţi con-
stanţi

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a0y = f(t), t > 0

cu condiţiile iniţiale
y(k) = yk, k = 0, . . . , n− 1.

Admitem că funcţia f este continuă pe [0,+∞). Prelungim funcţiile y şi f
cu valoarea 0, pe intervalul (−∞, 0) şi notăm cu ỹ şi f̃ aceste prelungiri. Din
(1.53) rezultă

T (k)ỹ = Tỹ(k) +
k∑

i=1

ykδ
(k−i), k = 1, . . . n.
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Transformând ecuaţia, obţinem

L(Tỹ) = Tf̃ +
n−1∑
k=0

ckδ
(k),

unde
c0 = an−1y0 + · · ·+ a1yn−2 + yn−1

cn−2 = a1y0 + y1
cn−1 = y0.

Astfel problema Cauchy se reduce la rezolvarea unei ecuaţii de tipul (2.59).

2.4 Probleme

Problema 2.4.1. Determinaţi transformatele Fourier ale funcţiilor f : R → C
de mai jos:

1◦ f(x) = u(x)e−ax, a > 0;

⌈ R: F (ω) =
1

a+ iω
. ⌋

2◦ f(x) = u(−x)eax, a > 0;

⌈ R: F (ω) =
1

a− iω
. ⌋

3◦ f(x) = e−a|x|, a > 0;

⌈ R: f(x) = u(x)e−ax+u(−x)eax şi folosind punctele 2◦ şi 3◦ găsim: F (ω) =
2a

a2 + ω2
. ⌋

4◦ f(x) =
2a

a2 + x2
, a > 0;

⌈ R: Dacă folosim formula de inversiune (2.8) şi rezultatul precedent găsim:

F (ω) = 2πe−a|ω|. ⌋

5◦ f(x) = eix
2
;

⌈ R: F (ω) =

∫ +∞

−∞
eix

2−ixω dx = e−
iω2

4

∫ +∞

−∞
ei(x−

ω
2
)2 dx, iar pentru ultima

integrală folosim definiţia exponenţialei ı̂n complex şi integralele lui Fresnel.

Rezultă F (ω) =
√
πe

i
4
(π−ω2). ⌋
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6◦ f(x) = e−ix2 .

⌈ R: Ca la punctul precedent găsim: F (ω) =
√
πe−

i
4
(π−ω2). ⌋

Problema 2.4.2. Să se calculeze transformata Fourier a impulsului de tip
cosinus ridicat definit pe intervalul de timp [−T, T ],

f(t) = 1 + cos
πt

T
.

⌈ R: F[f ](ω) = 2πδ(ω) + T sa(π − ωT ) + T sa(π + ωT ). ⌋

Problema 2.4.3. Arătaţi ca dacă funcţia f(x) are transformata Fourier F (ω),
atunci au loc:

F [f(x) sin ax] (ω) =
1

2i
(F (ω − a)− F (ω + a)); (2.63)

F [f(x) cos ax] (ω) =
1

2
(F (ω − a) + F (ω + a)). (2.64)

⌈ R: Se exprimă sin ax şi cos ax, cu exponenţiala ı̂n complex şi se foloseşte
formula (2.3).⌋

Problema 2.4.4. Calculaţi transformatele Fourier ale următoarelor funcţii:

1◦ f(x) = u(x)x3e−x;

⌈ R: Din Problema 2.4.1, 1◦ transformata funcţiei u(x)e−x este
1

1 + iω
; apoi

folosim Teorema 2.1.3 de derivare a imaginii şi obţinem

F
[
u(x)x3e−x

]
(ω) = i3

(
1

1 + iω

)′′′
=

6

(1 + iω)4
. ⌋

2◦ f(x) = e−(x− 3)2 ;

⌈ R: Transformata funcţiei e−x2
este

√
πe−ω2/4 şi folosind formula (2.2) găsim

F[e−(x−3)2 ](ω) =
√
πe−3iωe−ω2/4 =

√
πe−ω2/4(cos(3ω) + i sin(3ω)). ⌋

3◦ f1(x) = e−|x| cosx şi f2(x) = e−|x| sinx.
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⌈ R: Putem scrie f1(x) = f(x) cosx, f2(x) = f(x) sinx, unde f(x) = e|x| are
transformata F (ω) = 2

1+ω2 ; aplicăm Problema 2.4.3 şi rezultă

f1(x) =⇒ F1(ω) =
1

1 + (ω − 1)2
+

1

1 + (ω + 1)2
,

f2(x) =⇒ F2(ω) =
1

i

(
1

1 + (ω − 1)2
− 1

1 + (ω + 1)2

)
. ⌋

Problema 2.4.5. Dacă f din L1(R) este continuă şi xf(x) este din L1(R),
atunci are loc

iF′[f ](ω) = F[xf ](ω).

⌈ R: Deoarece |f(x)e−iωx| 6 |f(x)| rezultă că integrala improprie care de-
fineşte transformata F (ω) =

∫ +∞
∞ f(x)e−iωx dx converge uniform ı̂n raport cu

parametrul ω. Integrantul este derivabil ı̂n raport cu parametrul şi atunci prin
derivare şi amplificare cu −i rezultă formula. ⌋

Problema 2.4.6. Dacă f este derivabilă pe R iar f , f ′ sunt din L1(R) şi
lim

|x|→∞
f(x) = 0 atunci are loc

F[f ′](ω) = (iω)F[f ](ω).

⌈ R: Aplicând formula de integrare prin părţi avem

F[f ′](ω) =

∫ +∞

−∞
f ′(x)e−iωx dx =

f(x)e−iωx
∣∣∣+∞

−∞
+ iω

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωx dx = iωF[f ](ω). ⌋

Problema 2.4.7. Dacă f(x) are transformata Fourier F (ω) şi∫ ∞

−∞
f(x) dx = 0, atunci

F

[∫ x

−∞
f(t) dt

]
(ω) =

1

iω
F (ω).

⌈ R: Folosind formula de integrare prin părţi, găsim:

F

[∫ x

−∞
f(t) dt

]
(ω) =

∫ ∞

−∞

(∫ x

−∞
f(t) dt

)
e−iωx dx =

(∫ x

−∞
f(t) dt

)
e−iωx

−iω

∣∣∣∞
−∞

−
∫ ∞

−∞
f(x)

e−iωx

−iω
dx =

1

iω

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωx dx =

1

iω
F[f ](ω). ⌋
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Problema 2.4.8. Arătaţi că produsul de convoluţie a două funcţii este co-
mutativ.

⌈ R: (f ⋆ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(s)g(x− s) ds =

∫ +∞

−∞
f(x− y)g(y) dy = (g ⋆ f)(x). ⌋

Problema 2.4.9. Determinaţi, dacă este posibil, produsele de convoluţie ale
următoarelor funcţii şi transformatele Fourier ale acestora.

1◦ f(x) = g(x) = e−x
2
, x ∈ R;

⌈ R: Produsul există, funcţiile fiind din L1(R).

(f ⋆ g)(x) =

∫ +∞

−∞
e−y

2
e−(x−y)2 dy = e−x2

∫ +∞

−∞
e−2y2−2xydy =

e−
x2

2

∫ +∞

−∞
e−2(y+x

2
)2 dy =

√
π

2
e−

x2

2 . ⌋

2◦ f(x) = g(x) = u(x)ex, x ∈ R;

⌈ R: Funcţiile nu sunt integrabile pe R totuşi, fiind nule pe semiaxa negativă,
există produsul lor de convoluţie

(f ⋆ g)(x) =

∫ x

0
eyex−y dy = u(x)xex;

această funcţie nu admite transformată Fourier. ⌋

3◦ f(x) = g(x) = u(x+
1

π
)u(

1

π
− x)

1

π
.

⌈ R:

(f ⋆ g)(x) =


0, x ∈ (−∞,−π) ∪ [π,+∞)
π+x
π2 , x ∈ [−π, 0)
π−x
π2 , x ∈ [0, π)

Au loc

F [f ⋆ g] (ω) = (
2

πω
sin(

ωπ

2
))2. ⌋

Problema 2.4.10. Să se calculeze convoluţia dintre două impulsuri rectan-
gulare identice, de amplitudine 1 şi definite pe intervalul de timp [ 0, T ].
⌈ R: Rezultatul convoluţiei este un impuls triunghiular de durată 2T

h(t) =

{
t+ T, −T 6 t < 0
T − t, 0 6 t 6 T. ⌋
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Problema 2.4.11. Să se calculeze convoluţia dintre impulsul rectangular de
amplitudine 1 definit pe intervalul de timp [ 0, T ] şi funcţia g(t) = ae−at.
⌈ R: (f ⋆ g)(t) = e−at[eaT − 1]. ⌋

Problema 2.4.12. Rezolvaţi ecuaţia integrală∫ +∞

−∞
g(ω)eixω dω = f(x)

unde

a) f(x) =


|x|, |x| < 1
1

2
, |x| = 1

0, |x| > 1

b) f(x) =


x2, |x| < 1
1

2
, |x| = 1

0, |x| > 1.

⌈ R: g(ω) = F[
1

2π
f ](ω)

a) g(ω) =
1

π

∫ 1

−1
xe−iωx dx =

1

π

(
1

ω
sinω − 2

ω2
sin2

ω

2

)
;

b) g(ω) =
1

π

∫ 1

−1
x2e−iωx dx =

1

π

(
ω2 − 2

ω3
sinω +

2

ω2
cosω

)
. ⌋

Problema 2.4.13. Aproximaţi semnalul continual f(t) = e−2|t| pe intervalul
[−20, 20], folosind teorema de eşantionare cu b = 1000Hz.

⌈ R: F (ω)=
4

4 + ω2
iar pentru b = 1, rezultă T = πms. Din condiţia −20 <

nT < 20, deducem −6 < n < 6 şi rezultă aproximarea prin semnalul discret

f(t) =

n=5∑
n=−5

e−2|nπ|sa(t− nπ). ⌋

Problema 2.4.14. Să se calculeze, prin metoda matriceală, transformata
Fourier discretă a vectorului de 6 valori ale unui semnal sinusoidal discret:
[x] =

(
0, 5 1 0, 5 −0, 5 −1 −0, 5

)
.

⌈ R: Transformata Fourier discretă a vectorului X = [x]t se calculează ma-
triceal cu relaţia (2.25) F = WX. Pentru vectorul dat cu N = 6 val-
ori, matricea W are valorile (wkn)k,n=0,1,...,5 = e−iπkn/3, unde w = e−iπ/3.

În matricea W apar valorile w0 = 1, w1 = e−iπ/3 = 1/2 − i
√

3/2, w2 =
e−i2π/3 = −1/2 − i

√
3/2, w3 = e−i3π/3 = −1, w4 = e−i4π/3 = −1/2 + i

√
3/2,

w5 = e−i5π/3 = 1/2 + i
√

3/2. Atunci transformata cerută este

F =



1 1 1 1 1 1
1 w1 w2 w3 w4 w5

1 w2 w4 w0 w2 w4

1 w3 w0 w3 w0 w3

1 w4 w2 w0 w4 w2

1 w5 w4 w3 w2 w1

 ·



0, 5
1
0, 5
−0, 5
−1
−0, 5

 =



0
1, 5− 2, 5981i

0
0
0

1, 5 + 2, 5981i

 .
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Prima componentă a vectorului F are semnificaţia valorii medii a semnalului
care este nulă. Şi alte componente sunt egale cu zero, ceea ce este normal
pentru semnale pur sinusoidale. ⌋

Problema 2.4.15. Determinaţi semnalul discret care are spectrul ı̂n frecvenţă
de forma

(
1, 1 + i, 0, 1− i

)
.

⌈ R: Din formula de inversare, (2.27), semnalul [x] este dat de

1

4


1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

 ·


1

1 + i
0

1− i

 =
1

4


3
−1
−1
3

 . ⌋

Problema 2.4.16. Calculaţi transformatele Fourier sinus şi cosinus pentru
funcţiile de mai jos:

1◦ f(x) =


1, 0 < x < a
1

2
, x = a

0, x > a;

⌈ R: FC(ω) =

√
2

π

1

ω
sin aω; FS(ω) =

√
2

π

1

ω
(1− cos aω). ⌋

2◦ f(x) =


0, 0 < x < a
1, a < x < b
0, x > b
1

2
, x ∈ {a, b};

⌈ R: FC(ω) =

√
2

π

1

ω
(sin bω − sin aω);

FS(ω) =

√
2

π

1

ω
(cos aω − cos bω). ⌋

3◦ f(x) = e−ax, x > 0, a > 0;

⌈ R: FC(ω)+iFS(ω) =

√
2

π

∫ +∞

0
e−axeiωx dx =

√
2

π

a+ iω

a2 + ω2
; de unde FC(ω) =√

2

π

a

a2 + ω2
, iar FS(ω) =

√
2

π

ω

a2 + ω2
. ⌋

Problema 2.4.17. Calculaţi transformata cosinus a funcţiei

f(x) =
1

(1 + x2)2
. Deduceţi

∫ +∞

0
x

sinωx

(1 + x2)2
dx =

π

4
ωe−ω.
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⌈ R: FC(ω) =

√
2

π

∫ +∞

0

cosωx

(1 + x2)2
dx =

√
2

π
Re

(∫ +∞

0

eiωx

(1 + x2)2
dx

)
.

Aceasta se calculează cu teorema reziduurilor.∫ +∞

0

eiωx

(1 + x2)2
dx = πiRez

(
eiωz

(1 + z2)2
; i

)
=
π

4
(ω + 1)e−ω

(s-a folosit faptul că i este pol de ordinul 2 pentru funcţia g(z) =
eiωz

(1 + z2)2
şi

reziduul se calculează cu formula
1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
((z − z0)

ng(z))). Trans-

formata este FC(ω) =
1

4

√
2

π
e−ω(ω + 1). A doua afirmaţie rezultă dacă de-

rivăm ı̂n raport cu parametrul ω ı̂n relaţia∫ +∞

0

cosωx

(1 + x2)2
dx =

1

4
e−ω(ω + 1). ⌋

Problema 2.4.18. Arătaţi că funcţiile
1√
x
şi e−

x2

2 coincid cu transformatele

lor prin cosinus.

⌈ R: Se ţine cont de integralele improprii cunoscute

∫ +∞

0

cosx√
x

dx =

√
π

2
şi∫ +∞

0
e−ax2

cos bx dx =

√
π

2
e−

b2

4a , a > 0. ⌋

Problema 2.4.19. Arătaţi că funcţiile
1√
x
şi xe−

x2

2 coincid cu transformatele

lor prin sinus.

⌈ R: Se are ı̂n vedere că

∫ +∞

0

sinx√
x

dx =

√
π

2
. ⌋

Problema 2.4.20. Deduceţi formulele lui Parseval:∫ +∞

0
FC(ω)GC(ω) dω =

∫ +∞

0
f(x)g(x) dx

∫ +∞

0
FS(ω)GS(ω) dω =

∫ +∞

0
f(x)g(x) dx.

⌈ R:

∫ +∞

0
FC(ω)GC(ω) dω =

√
2

π

∫ +∞

0
FC(ω) dω

∫ +∞

0
g(x) cosωx dx =√

2

π

∫ +∞

0
g(x) dx

∫ +∞

0
FC(ω) cosωx dω =

∫ +∞

0
f(x)g(x) dx.

Analog pentru cea de-a doua relaţie. ⌋
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Problema 2.4.21. Să se calculeze transformatele Fourier cosinus şi sinus ale

funcţiei f(x) =

{
1, 0 < x < a
0, x > a

, a > 0. Folosind formulele Parseval, să se

deducă apoi relaţiile∫ ∞

0

sin ax sin bx

x2
dx =

∫ ∞

0

(1− cos ax)(1− cos bx)

x2
ddx =

π

2
min{a, b}

∫ ∞

0

sin2 ax

x2
dx =

π

2
a, a, b > 0.

⌈ R: FC(ω) =

√
2

π

∫ a

0
cosωx dx =

√
2

π

sinωa

ω

FS(ω) =

√
2

π

∫ a

0
sinωx dx =

√
2

π

1− cosωa

ω
.

Fie f(x) =

{
1, 0 < x < a
0, x > a

şi g(x) =

{
1, 0 < x < b
0, x > b,

a, b > 0. Înlocuim

ı̂n prima formulă a lui Parseval şi avem

2

π

∫ ∞

0

sinωa sinωb

ω2
dω =

∫ min{a,b}

0
dx,

de unde prima egalitate. Din a doua formulă Parseval obţinem∫ ∞

0

(1− cos ax)(1− cos bx)

x2
dx =

π

2
min{a, b}.

Pentru a = b deducem

∫ ∞

0

sin2 ax

x2
dx =

π

2
a. ⌋

Problema 2.4.22. Folosind formulele lui Parseval, deduceţi:∫ +∞

0

x2 dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
=

π

2(a+ b)
,

∫ +∞

0

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
=

π

2ab(a+ b)
.

⌈ R: Se consideră funcţiile f(x) = e−ax, x > 0 şi g(x) = e−bx, x > 0 şi se
utilizează rezultatele obţinute la Problema 2.4.16, 3◦. ⌋

Problema 2.4.23. Rezolvaţi următoarele ecuaţii integrale:

1◦
∫ +∞

0
g(u) sinux du = f(x), unde f(x) =



π

2
sin

x

4
, 0 < x < 2π

π

4
, x = 2π

0, x > 2π;
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⌈ R: g(u) =

√
2

π

∫ ∞

0

√
2

π
f(x) sinux dx =

16u

1− 16u2
cos 2πu. ⌋

2◦
∫ +∞

0
g(u) cosux du = f(x), unde f(x) =



π

2
cosx, 0 < x < π

−π
4
, x = π

0, x > π;

⌈ R: g(u) =

√
2

π

∫ ∞

0

√
2

π
f(x) cosuxdx =

u

1− u2
sinπu. ⌋

3◦
∫ +∞

0
g(u) cosux du = f(x), unde f(x) =


1− x x ∈ [0, 1]

0 x ∈ (1,∞).

⌈ R: g(u) =

√
2

π

∫ ∞

0

√
2

π
f(x) cosuxdx =

2

π

1− cosu

u2
. ⌋

Problema 2.4.24. Să determinăm soluţia problemei propagării căldurii ı̂ntr-
o bară infinită, adică să determinăm funcţia u : R×[0,+∞) → R care satisface
ecuaţia

∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= 0, x ∈ R, t > 0, (2.65)

şi condiţia iniţială

u(x, 0) = u0(x), (2.66)

ı̂n următoarele ipoteze

1) u,
∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
sunt funcţii din L1(R) pentru orice t,

2)
∂u

∂t
are pe orice interval [0, T ] un majorant Φ integrabil adică,

∂u

∂t
6 Φ(x)

iar

∫
R
Φ(x) dx <∞.

⌈ R: Să considerăm transformata Fourier a funcţiei u relativ la variabila x,
pentru orice t > 0, adică

U(ω, t) = F[u(x, t)](ω) =

∫ ∞

−∞
u(x, t)e−iωx dx.

Transformatele Fourier ale derivatelor parţiale vor fi

F[
∂2u(x, t)

∂x2
](ω) = (iω)2U(ω, t), F[

∂u(x, t)

∂t
](ω) =

∂U(ω, t)

∂t
.
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Dacă aplicăm transformata Fourier ecuaţiei (2.65) obţinem ecuaţia

∂U(ω, t)

∂t
= −ω2U(ω, t) (2.67)

care are soluţia

U(ω, t) = C(ω)e−ω2t.

Condiţia (2.66) se transformă ı̂n

U(ω, 0) = F[u0](ω)

iar aceasta permite determinarea funcţiei C; C(ω) = F[u0](ω). Astfel găsim

U(ω, t) = F[u0](ω)e
−ω2t. (2.68)

Dacă avem ı̂n vedere că e−ω2t = F[
1

2
√
πt
e−

x2

4t ](ω) iar un produs de transfor-

mate Fourier este transformata Fourier a unui produs de convoluţie obţinem
soluţia

u(x, t) =
1

2
√
πt

∫ ∞

−∞
e−

y2

4t u0(x− y) dy. ⌋

Problema 2.4.25. Folosind transformata Fourier prin sinus determinaţi func-
ţia u = u(x, t) de clasă C2(D) ∩ C1(D), unde D = (0,+∞) × (0,+∞), care
satisface ecuaţia

a2
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= φ(x, t) (2.69)

şi condiţiile 
u(x, 0) = 0, x > 0
u(0, t) = 0, t > 0
lim

x→+∞
u(x, t) = 0, t > 0

lim
x→+∞

∂u

∂x
(x, t) = 0, t > 0.

(2.70)

⌈ R:

Fs[
∂u

∂t
(x, t)](ω) =

√
2

π

∫ ∞

0

∂u

∂t
(x, t) sinxω dx =

∂

∂t
Fs[u(x, t)](ω).

Fs[
∂2u

∂x2
(x, t)](ω) =

√
2

π

∫ ∞

0

∂2u

∂x2
(x, t) sinxω dx =√

2

π

(
∂u

∂x
(x, t) sinxω

∣∣∣∞
0

− ω

∫ ∞

0

∂u

∂x
cosxω dx

)
=
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−
√

2

π
ω

(
u(x, t) cosxω

∣∣∣∞
0

+ ω

∫ ∞

0
u(x, t) sinxω dx

)
.

Deci Fs[
∂2u

∂x2
(x, t)](ω) = −ω2Fs[u(x, t)](ω).

Dacă not̊am U(ω, t) = Fs[u(x, t)](ω) prin aplicarea transformatei sinus ı̂n
ecuaţia dată rezultă următoarea ecuaţie diferenţială liniară cu parametrul ω

∂U

∂t
+ a2ω2U = −Fs[φ(x, t)]. (2.71)

Soluţia ecuaţiei omogene este

U0(ω, t) = C0(ω)e
−a2ω2t.

Soluţia particulară o găsim prin metoda variaţiei constantelor. Căutăm soluţia
de forma Up(ω, t) = C(ω, t)e−a2ω2t şi impunând condiţia, găsim

∂C

∂t
= −ea2ω2tFs[φ(x, t)](ω),

de unde C(ω, t) = −
∫ t

0
ea

2ω2uFs[φ(x, u)](ω) du. Soluţia ecuaţiei (2.71) este

atunci

U(ω, t) = U0 + Up =

(
C0(ω)−

∫ t

0
ea

2ω2uFs[φ(x, u)](ω) du

)
e−a2ω2t.

Din U(ω, 0) = 0 deducem C0(ω) = 0 şi atunci U(ω, t) rezultă a fi de forma

U(ω, t) = −e−a2ω2t

∫ t

0
ea

2ω2uFs[φ(x, u)] du, de unde deducem

u(x, t) = −
√

2

π

∫ ∞

0

(∫ t

0
ea

2ω2uFs[φ(x, u)] du

)
e−a2ω2t sinωxdω. ⌋

Problema 2.4.26. Aplicând transformata Fourier cosinus determinaţi soluţia
problemei 

a2 ∂
2u

∂x2 = ∂u
∂t , x > 0, t > 0

u(x, 0) = 0, x > 0
∂u

∂x
(0, t) = −µ, µ ∈ R, t > 0.

(2.72)

⌈ R: Procedând ca ı̂n exerciţiul precedent, prin aplicarea transformatei Fourier
prin cosinus se obţine ecuaţia liniară ı̂n U(ω, t) = Fc[u(x, t)](ω),

∂U

∂t
=

√
2

π
a2µ− a2ω2U(ω, t),
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de unde U(ω, t) = C(ω)e−a2ω2t. Deoarece U(ω, 0) = 0, rezultă că soluţia
generală coincide cu cea particulară, determinată de exemplu prin metoda
variaţiei constantelor. Obţinem

U(ω, t) =

√
2

π

µ

ω2
(1− e−a2ω2t).

Aplicând transformarea inversă găsim

u(x, t) =
2µ

π

∫ ∞

0

1− e−a2ω2t

ω2
cosωx dω. ⌋

Problema 2.4.27. Folosind transformarea Fourier, să se rezolve ecuaţia tnT =
0 ı̂n clasa S′.
⌈ R: Aplicăm transformata Fourier şi obţinem F(n)[T ] = 0. Această ecuaţie ı̂n
distribuţii are soluţia F[T ] = c0+ c1ω+ · · ·+ cn−1ω

n−1, de unde prin inversare
găsim T = c0δ + c1δ

′ + · · ·+ cn−1δ
(n−1).⌋



Capitolul 3

Transformarea Laplace

3.1 Transformarea Laplace

În fizică şi ı̂n diferite domenii tehnice se foloseşte adeseori o corespondenţă
ı̂ntre două mulţimi de funcţii: o primă mulţime numită clasa originalelor şi
o a doua mulţime formată cu imaginile lor obţinute printr-o anumită trans-
formare. Această corespondenţă prezintă interes dacă este biunivocă şi dacă
unor operaţii din prima mulţime le corespund ı̂n a doua mulţime operaţii mai
simple.

Definiţia 3.1.1. Fie f : R → C. Dacă are sens integrala improprie cu
parametrul p ∈ C

F (p) =

∫ ∞

0
f(t)e−pt dt (3.1)

atunci F se numeşte transformata Laplace a funcţiei f şi se notează cu
L[f(t)](p).

Aplicaţia 3.1.1. Pornind de la definiţie, să se calculeze transformatele Laplace
ale funcţiilor

1) f(t) = a ∈ C
2) f(t) = tk, k > −1.
1. Conform definiţiei, avem:

L[a](p) =

∫ ∞

0
ae−pt dt = a

∫ ∞

0
e−pt dt = a

e−pt

−p
|∞0 =

a

p
. (3.2)

2) L[tk](p) =

∫ ∞

0
tke−pt dt, se face schimbarea de variabilă x = pt şi se

obţine:

103
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∫ ∞

0

(
x

p

)k

e−xdx

p
=

1

pk+1

∫ ∞

0
xk+1−1e−x dx =

Γ(k + 1)

pk+1
.

Definiţia 3.1.2. Funcţia f : R → C se numeşte funcţie original dacă satisface
condiţiile:

a) f(t) = 0 pentru t<0 (adică mărimea fizică este studiată pentru t > 0,
ı̂n rest este nulă sau fără interes);

b) f este continuă pe porţiuni (adică pentru t > 0 este continuă cu excepţia
unei mulţimi cel mult numărabile de puncte, ı̂n care are discontinuităţi de speţa
ı̂ntâi);

c) |f(t)e−at| 6 M , pentru M>0, t>0, unde a,M ∈ R (adică f are o
creştere exponenţială, a numindu-se indicele de creştere al funcţiei original).

Observaţia 3.1.1. Condiţia de creştere exponenţială (p = σ + iτ) se scrie
sub forma :

|
∫ ∞

0
f(t)e−pt dt| 6

∫ ∞

0
|f(t)||e−pt| dt 6M

∫ ∞

0
eate−σt dt =

=M
e(a−σ)t

(a− σ)
|∞0 =

M

(σ − a)

ultima integrală fiind convergentă pentru Re (p) = σ>a.

În baza criteriului comparaţiei pentru integrale improprii, va rezulta conver-
genţa absolută şi uniformă a integralei care defineşte pe L[f(t)](p).

Aplicaţia 3.1.2. Cea mai simplă funcţie original este funcţia unitate Heav-

iside f(t) =


0 t < 0

1/2 t = 0
1 t > 0

. Alte exemple de funcţii original: funcţia con-

stantă, funcţia putere, funcţia exponenţială, funcţiile circulare şi hiperbolice.

Aplicaţia 3.1.3. Funcţia f(t) = et
2
nu are creştere exponenţială pentru că

et
2
e−at este nemărginită pentru t → ±∞, ∀a, deci nu poate fi considerată

funcţie original.

Aplicaţia 3.1.4. Funcţia f(t) = ebt , cu b ∈ C are creştere exponenţială,
deoarece se poate alege a = Re b,M > 1 ⇒ |f(t)e−at| = eRe(b)te−at = 1 6
M,∀t ∈ R.

L[ebt](p) =

∫ ∞

0
ebte−pt dt =

∫ ∞

0
e(b−p)t dt =

e(b−p)t

p− b
|∞0 =

1

p− b
(3.3)

ceea ce ı̂nseamnă că imaginea funcţiei ebt este
1

p− b
, pentru Re p > Re b.

Cu funcţiile original se pot face următoarele operaţii:
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• suma a două funcţii original este tot o funcţie original;

• produsul dintre o funcţie original şi o constantă complexă este de aseme-
nea o funcţie original;

• produsul a două funcţii original este tot o funcţie original.

Definiţia 3.1.3. Transformata Laplace a unei funcţii original (care există) se
numeşte funcţie imagine.

În acest mod s-a definit o corespondenţă ı̂ntre două mulţimi: una numită
clasa originalelor şi o a doua formată cu imaginile lor obţinute printr-o anumită
transformare, numită transformare Laplace.

3.1.1 Proprietăţi ale transformării Laplace

Teorema 3.1.1 (liniaritatea). Dacă f1(t), f2(t), t ∈ R sunt două funcţii
original, atunci ∀c1, c2 ∈ C are loc relaţia:

L[c1f1(t) + c2f2(t)](p) = c1L[f1(t)](p) + c2L[f2(t)](p). (3.4)

Demonstraţie.

L[c1f1(t) + c2f2(t)](p) =

∫ ∞

0
(c1f1(t) + c2f2(t))e

−pt dt =

=

∫ ∞

0
c1f1(t)e

−pt dt+

∫ ∞

0
c2f2(t)e

−pt dt = c1L[f1(t)](p) + c2L[f2(t)](p).

Aplicaţia 3.1.5. Folosind proprietatea de liniaritate, să se calculeze trans-
formatele Laplace ale funcţiilor

1. f(t) = sh(at), a ∈ C
2. f(t) = ch(at), a ∈ C
3. f(t) = sin(at), a ∈ C
4. f(t) = cos(at), a ∈ C.
Transformatele Laplace se calculează pornind de la expresiile funcţiilor

respective, cărora li se aplică proprietatea de liniaritate:

1)

L[sh(at)](p) = L

[
eat − e−at

2

]
(p) =

1

2
(L[eat](p)− L[e−at](p)) =

=
1

2
(

1

p− a
− 1

p+ a
) =

a

p2 − a2
.
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2.

L[ch(at)](p) = L

[
eat + e−at

2

]
(p) =

1

2
(L[eat](p) + L[e−at](p)) =

=
1

2
(

1

p− a
+

1

p+ a
) =

p

p2 − a2
.

3.

L[sin(at)](p) = L

[
eiat − e−iat

2

]
(p) =

1

2
(L[eiat](p)− L[e−iat](p)) =

=
1

2i
(

1

p− ia
− 1

p+ ia
) =

a

p2 + a2
.

4.

L[cos(at)](p) = L

[
eiat + e−iat

2

]
(p) =

1

2
(L[eiat](p) + L[e−iat](p)) =

=
1

2i
(

1

p− ia
+

1

p+ ia
) =

p

p2 + a2
.

Teorema 3.1.2 (asemănare). Dacă f(t), t ∈ R este o funcţie original, atunci
oricare ar fi a ∈ R, a>0 are loc relaţia :

L[f(at)](p) =
1

a
L[f(t)](

p

a
). (3.5)

Demonstraţie.

L[f(at)](p) =

∫ ∞

0
f(at)e−pt dt.

Prin schimbarea de variabilă at = u avem

L[f(at)](p) =

∫ ∞

0
f(u)e−pu

a
du

a
=

1

a
L[f(t)](

p

a
).

Aplicaţia 3.1.6. Folosind teorema asemănării şi ştiind că

L[sin t](p) =
1

p2 + 1
, L[cos t](p) =

p

p2 + 1

să se calculeze transformatele Laplace ale funcţiilor:
1) f(t) = sin 2t
2) f(t) = cos 3t.
1)

L[sin 2t](p) =
1

2
L[sin t]

(p
2

)
=

1

2

1

p2 + 1

(p
2

)
=

2

p2 + 4
.

2)

L[cos 3t](p) =
1

3
L[cos t]

(p
3

)
=

1

3

p

p2 + 1

(p
3

)
=

p

p2 + 9
.
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Teorema 3.1.3 (̂ıntârziere). Dacă f(t), t ∈ R este o funcţie original, atunci
oricare ar fi a ∈ R, a>0 are loc relaţia :

L[f(t− a)](p) = e−paL[f(t)](p). (3.6)

Demonstraţie. Are loc

L[f(t− a)](p) =

∫ ∞

0
f(t− a)e−pt dt =

∫ ∞

−a
f(u)e−p(u+a) du,

prin schimbarea t− a = u. Deoarece f este funcţie original deducem∫ ∞

0
f(u)e−p(u+a) du = e−pa

∫ ∞

0
f(u)e−pu du = e−paL[f(t)](p).

Aplicaţia 3.1.7. Să se calculeze transformata Laplace a funcţiei:

f(t) = ch(t− 2).

L[ch(t− 2)](p) = e−2pL[cht](p) = e−2p 1

2

(
1

p− 1
+

1

p + 1

)
=

e−2p

p2 − 1
.

Teorema 3.1.4 (deplasare). Dacă f(t), t ∈ R este o funcţie original, atunci
oricare ar fi a ∈ C are loc relaţia :

L[eatf(t)](p) = L[f(t)](p− a). (3.7)

Demonstraţie.

L[eatf(t)](p) =

∫ ∞

0
eatf(t)e−pt dt =

∫ ∞

0
e−(p−a)tf(t) dt = L[f(t)](p− a).

Aplicaţia 3.1..8 Să se calculeze transformata Laplace a funcţiei

f(t) = e2t cos 3t+ e3t sin 2t

L[f(t)] = L[e2t cos 3t+ e3t sin 2t] = L[e2t cos 3t] + L[e3t sin 2t]

L[f(t)] =

(
p

p2 + 9

)
(p− 2) +

(
2

p2 + 4

)
(p− 3) =

=
p− 2

(p− 2)2 + 9
+

2

(p− 3)2 + 4
=

p− 2

p2 − 4p+ 13
+

2

p2 − 6p+ 13
.



108 CAPITOLUL 3. TRANSFORMAREA LAPLACE

Teorema 3.1.5 (derivarea originalului). Dacă f(t), t ∈ R este o funcţie
original şi f ′(t) există şi este funcţie original, atunci are loc relaţia :

L[f ′(t)](p) = pL[f(t)](p)− f(0+). (3.8)

Demonstraţie.

L[f ′(t)](p) =

∫ ∞

0
e−ptf ′(t) dt = e−ptf(t)|∞0 −

∫ ∞

0
(−p)e−ptf(t) dt =

= lim
t→∞

e−ptf(t)− e−0.pf(0+) + p

∫ ∞

0
e−ptf(t) dt = pL[f(t)](p)− f(0+)

deoarece:

|f(t)e−pt| = |f(t)||e−pt| 6Me−σteat =Me−(σ−a)t

iar pentru σ := Re p>a se obţine

lim
t→∞

|f(t)e−pt| = 0 ⇒ lim
t→∞

f(t)e−pt = 0.

În general, dacă f(t) admite derivate de ordin n şi toate sunt funcţii ori-
ginal, atunci:

L[f (n)(t)](p) = pnL[f(t)](p)− pn−1f(0+)− pn−2f ′(0+)− · · · − f (n−1)(0+).

Demonstraţia se face folosind metoda inducţiei. Presupunem proprietatea
adevărată pentru n− 1 , ceea ce ı̂nseamnă că

L[f (n−1)(t)](p) = pn−1L[f(t)](p)−pn−2f(0+)−pn−3f ′(0+)−· · ·−f (n−2)(0+).

Dar

L[f (n)(t)] = L[(f (n−1)(t))′] = pL[f (n−1)(t)]− f (n−1)(0+).

Înlocuim ı̂n expresia lui L[f (n)(t)] pe L[f (n−1)(t)] presupusă adevărată şi se
obţine:

L[f (n−1)(t)](p) = p[pn−1L[f(t)](p)−pn−2f(0+)−pn−3f ′(0+)−· · ·−f (n−2)(0+)]−

−f (n−1)(0+)

sau

L[f (n)(t)](p) = pnL[f(t)](p)− pn−1f(0+)− pn−2f ′(0+)− · · · − f (n−1)(0+).
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Teorema 3.1.6 (derivarea imaginii). Dacă f(t), t ∈ R este o funcţie orig-
inal, atunci

L[tf(t)](p) = − (L[f(t)](p))′ . (3.9)

În general
L[tnf(t)](p) = (−1)n (L[f(t)](p))(n) (3.10)

pentru orice n > 1.

Demonstraţie.

(L[f(t)](p))′ =

∫ ∞

0
(e−ptf(t))′ dt =

∫ ∞

0
−tf(t)e−pt dt =

= −
∫ ∞

0
tf(t)e−pt dt = −L[tf(t)](p)

(L[f(t)](p))′′ =

∫ ∞

0
(−t)2e−ptf(t) dt = (−1)2

∫ ∞

0
t2e−ptf(t) dt =

= (−1)2L[t2f(t)](p).

Pentru derivata de ordinul n se obţine:

(L[f(t)](p))(n) = (−1)n
∫ ∞

0
tnf(t)e−pt dt =

= (−1)nL[tnf(t)](p).

Aplicaţia 3.1.9. Să se calculeze transformatele Laplace ale funcţiilor:
1) f(t) = t2e5t

2) f(t) = t cos 3t
3) f(t) = tneat , a ∈ C.
1)

L[f(t)](p) = L[t2e5t](p) = (−1)2(L[e5t](p))′′ =

(
1

p− 5

)′′
=

2

(p− 5)3
.

2)

L[f(t)](p) = L[t cos 3t](p) = −(L[cos 3t](p))′ = −
(

p

p2 + 9

)′
=

p2 − 9

(p2 + 9)2
.

3)

L[tneat](p) = (−1)n(L[eat](p))(n) = (−1)n
(

1

p− a

)(n)

=
n!

(p− a)n+1
.
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Teorema 3.1.7 (integrarea originalului). Dacă f(t), t ∈ R este o funcţie
original, atunci

L

[∫ t

0
f(u) du

]
(p) =

1

p
L[f(t)](p) (3.11)

şi

L

[∫ t

0
dun

∫ un

0
dun−1 . . .

∫ u3

0
du2

∫ u2

0
f(u1) du1

]
=

1

pn
L[f(t)](p). (3.12)

Demonstraţie. Notăm h(t) =

∫ t

0
f(u) du şi se observă că h′(t) = f(t),

h(0) = 0. Aplicând propoziţia 5 se obţine :

L[f(t)](p) = L[h′(t)](p) = pL[h(t)](p)− h(0)

sau

L[h(t)](p) =
1

p
L[f(t)](p)

de unde rezultă că

L[h(t)](p) = L

[∫ t

0
f(u) du

]
(p) =

1

p
L[f(t)](p).

Presupunând proprietatea adevărată pentru n− 1 şi notând

h(un) =

∫ un

0
dun−1 . . .

∫ u3

0
du2

∫ u2

0
f(u1) du1

obţinem:

L[h(un)](p) =

∫ ∞

0
e−punh(un) dun =

1

pn−1
L[f(t)](p)

şi

L

[∫
h(un)dun

]
=

L[h(un)](p)

p
=

1

pn
L[f(t)](p).

Aplicaţia 3.1.10. Să se calculeze următoarele transformate Laplace:
1)

L

[∫ t

0
sin 3u du

]
=

1

p
L[sin 3t](p) =

3

p(p2 + 9)
.

2)

L

[∫ t

0
u2e−3udu

]
=

1

p2
L[t2e−3t](p) =

1

p2

(
1

p+ 3

)′′
=

2

p2(p+ 3)3
.
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Teorema 3.1.8 (integrarea imaginii). Dacă f(t), t ∈ R este o funcţie
original, atunci dacă integrala este convergentă

L

[
f(t)

t

]
(p) =

∫ ∞

p
L[f(t)](q) dq. (3.13)

În particular, pentru p = 0 se obţine∫ ∞

0
L[f(t)](q) dq = L

[
f(t)

t

]
(0) =

∫ ∞

0

f(t)

t
dt.

Demonstraţie. Fie F (p) = L[f(t)](p) şi G(p) =

∫ ∞

p
F (q) dq atunci

G(p) = lim
r→∞

∫ r

p
F (q) dq = lim

r→∞
H(r)−H(p).

De aici rezultă că G′(p) = −F (p) sau −G′(p) = F (p). Fie g(t) originalul
funcţiei G(p) , ceea ce ı̂nseamnă că G(p) = L[g(t)](p). Ţinând seama că

L[tg(t)](p) = −G′(p), F (p) = L[f(t)](p) şi −G′(p) = F (p)

rezultă

−tg(t) = −f(t) sau g(t) = f(t)

t

şi se obţine

G(p) = L

[
f(t)

t

]
(p).

Aplicaţia 3.1.11. Să se calculeze transformatele următoarelor funcţii:

1) f(t) =
e−2t − e−3t

t

2) f(t) =
cos 2t− cos 3t

t

3) f(t) =
sin t

t
.

1)

L

[
e−2t − e−3t

t

]
=

∫ ∞

p
L[e−2t − e−3t](q) dq =

∫ ∞

p

(
1

q + 2
− 1

q + 3

)
dq =

= ln
p+ 3

p+ 2
.

2)

L

[
cos 2t− cos 3t

t

]
(p) =

∫ ∞

p
L[cos 2t− cos 3t](q)dq =
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=

∫ ∞

p

(
q

q2 + 4
− q

q2 + 9

)
dq =

1

2
ln
p2 + 9

p2 + 4
.

3)

L

[
sin t

t

]
(p) =

∫ ∞

p
L[sin t](q) dq =

∫ ∞

p

1

q2 + 1
dq = arctg q|∞p =

π

2
−arctg p.

Aplicaţia 3.1.12. Să se calculeze integrala: I =

∫ ∞

0

sin t

t
dt.

Aplicăm teorema integrării imaginii pentru cazul p = 0 şi avem:

∫ ∞

0

sin t

t
dt =

∫ ∞

0
L[sin t](p) dp =

∫ ∞

0

1

p2 + 1
dp = arctg |∞0 =

π

2
.

Teorema 3.1.9 (imaginea produsului de convoluţie). Dacă f(t) şi g(t),
t ∈ R sunt două funcţii original, atunci

L[(f ∗ g)(t)](p) = L[f(t)](p)L[g(t)](p). (3.14)

Demonstraţie. Notăm

F (p) =

∫ ∞

0
f(t)e−pt dt şi G(p) =

∫ ∞

0
g(t)e−pt dt

F (p)G(p) =

∫ ∞

0
f(t)e−ptG(p) dt.

Avem

e−ptG(p) = L[g(τ − t)](p) =

∫ ∞

0
g(τ − t)e−pτ dτ.

Prin ı̂nlocuire ı̂n relaţia de mai sus, se obţine

F (p)G(p) =

∫ ∞

0
f(t) dt

∫ ∞

0
g(τ − t)e−pτ dτ.

Se poate schimba ordinea de integrare şi avem

F (p)G(p) =

∫ ∞

0
e−pτ dτ

∫ ∞

0
f(t)g(τ − t) dt.

g(t) fiind funcţie original, avem g(τ − t) = 0 pentru τ<t şi se obţine:∫ ∞

0
f(t)g(τ − t) dt =

∫ τ

0
f(t)g(τ − t) dt = (f ∗ g)(τ)
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ceea ce ı̂nseamnă că∫ ∞

0
e−pτ dτ

∫ ∞

0
f(t)g(τ − t) dt =

∫ ∞

0
e−pτ dτ

∫ τ

0
f(t)g(τ − t) dt =

=

∫ ∞

0
e−pτ dτ

∫ τ

0
f(τ − u)g(u) du =

∫ ∞

0
(f ∗ g)(τ)e−pτdτ.

Deci

F (p)G(p) =

∫ ∞

0
(f ∗ g)(τ)e−pτ dτ.

Aplicaţia 3.1.13. Să se calculeze:
1) t ∗ sin t
2) L[t ∗ sin t].
1)

t ∗ sin t =
∫ t

0
(t− u) sinu du = t

∫ t

0
sinu du−

∫ t

0
u sinudu = t− sin t

2)

L[t ∗ sin t](p) = L[t](p)L[sin t](p) =
1

p2
1

p2 + 1
=

1

p2(p2 + 1)
.

3.2 Calculul inversei transformării Laplace

În unele situaţii este utilă determinarea din formula

F (p) =

∫ ∞

0
e−ptf(t) dt

a funcţiei f(t). Pentru aceasta vor fi prezentate trei metode.

3.2.1 Utilizarea proprietăţii de liniaritate

Fie F (p) = c1F1(p) + c2F2(p) unde F1(p) şi F2(p) sunt imaginile (transfor-
matele) unor funcţii f1(t) respectiv f2(t) , cunoscute.

Funcţia original f(t) se obţine astfel: f(t) = c1f1(t) + c2f2(t) . Deoarece

L[f(t)](p) = L[c1f1(t) + c2f2(t)](p) = c1L[f1(t)](p) + c2L[f2(t)](p) =

= c1F1(p) + c2F2(p) = F (p).

Observaţia 3.2.1. Determinarea funcţiei original f(t) când se cunoaşte imag-
inea sa F (p) se poate face prin dezvoltarea expresiei funcţiei ı̂n fracţii simple
şi recunoaşterea transformatelor uzuale.
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Aplicaţia 3.2.1. Determinaţi funcţia original a imaginii

F (p) =
p

p2 + 4
.

Descompunem funcţia F (p) ı̂n fracţii simple şi se obţine:

F (p) =
1

2

(
1

p− 2i
+

1

p+ 2i

)
.

Se observă că 1
p−2i este imaginea funcţiei e2it , iar 1

p+2i este imaginea funcţiei

e−2it. De aici rezultă că

f(t) =
1

2
(e2it + e−2it) = cos 2t.

3.2.2 Formula Mellin-Fourier

În condiţii destul de generale, relaţia :

F (p) =

∫ ∞

0
e−ptf(t) dt

ca ecuaţie integrală ı̂n funcţia necunoscută f (t) admite o soluţie unică.

Definiţia 3.2.1. Se spune că funcţia f(t) definită pe un interval [a, b] este
derivabilă pe porţiuni dacă există o diviziune

a = t0<t1< . . .<ti<ti+1< . . .<tn = b

astfel ı̂ncât f(t) este derivabilă ı̂n fiecare interval (ti−1, ti) şi există limitele
laterale f(ti − 0), f(ti + 0).

Teorema 3.2.1 (inversiune). Dacă funcţia f : R → C ı̂ndeplineşte următoa-
rele condiţii :

a) f(t) = 0 , t 6 0
b) f(t) este derivabilă pe porţiuni;
c) există s0 real, s0 > 0 astfel ı̂ncât |f(t)|e−s0t este mărginită pentru 0 6

t<∞
atunci, ı̂n punctele ı̂n care f(t) este continuă, valorile ei sunt date de

formula Mellin-Fourier :

f(t) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
F (p)ept dp, pentru p = σ + iτ şi a>s0 (3.15)

unde F (p) este transformarea Laplace a funcţiei f(t).
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Demonstraţie. Considerăm funcţia: φ(t) = e−atf(t) , a ∈ R care ı̂n
punctele de discontinuitate ale lui f(t) este de forma:

φ(t) = e−at f(t+ 0)− f(t− 0)

2
.

Funcţia φ(t) = e−atf(t) , a ∈ R ı̂ndeplineşte următoarele condiţii:
1) este derivabilă pe porţiuni;
2) are aceleaşi puncte de discontinuitate cu funcţia f(t) ;
3) este integrabilă pentru a>s0.
De aici rezultă că sunt ı̂ndeplinite condiţiile ca φ(t) să fie reprezentată

printr- o integrală Fourier:

φ(t) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

0
f(u)e−aueiα(t−u) du

)
dα.

Se ı̂nmulţesc ambii membri cu eat şi găsim

eatφ(t) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

0
f(u)e−(a+iα)u du

)
e(a+iα)t dα.

Notăm p = a+ iα şi obţinem:

eatφ(t) =
1

2πi

∫ a+∞

a−∞

(∫ ∞

0
f(u)e−pu du

)
ept dp.

Ţinând seama că ∫ ∞

0
f(u)e−pu du = F (p) şi f(t) = eatφ(t)

rezultă:

f(t) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
F (p)eptdp

şi teorema este demonstrată.

Observaţia 3.2.2. Integrala de mai sus se poate calcula cu ajutorul rezidu-
urilor :

f(t) =
∑
k

Rez[eptF (p), pk] (3.16)

unde pk sunt singularităţi ale lui F (p) din semiplanul Re p<a.

Aplicaţia 3.2.2. Determinaţi funcţia original a imaginii

F (p) =
p

p2 + 4
. (3.17)
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Punctele singulare ale funcţiei F (p) sunt p1 = −2i , p2 = 2i.

f(t) = Rez

(
ept

p

p2 + 4
,−2i

)
+Rez

(
ept

p

p2 + 4
, 2i

)
=

= lim
p→−2i

(p+ 2i)ept
p

(p− 2i)(p+ 2i)
+ lim

p→2i
(p− 2i)ept

p

(p− 2i)(p+ 2i)
=

=
−2ie−2i

−4i
+

2ie2it

4i
=
e−2it

2
+
e2it

2
= cos 2t.

3.2.3 Formula lui Heaviside

Teorema 3.2.2. Dacă F (p) =
P (p)

Q(p)
este o funcţie raţională, unde P şi Q

sunt două polinoame care ı̂ndeplinesc următoarele condiţii:
1) gradP<gradQ ;
2) Q are rădăcinile simple diferite de zero p1 , p2 , . . ., pn , atunci F (p)

este imaginea funcţiei f(t) dată de formula :

f(t) =

n∑
;=1

P (pk)

Q′(pk)
epkt. (3.18)

Demonstraţie. F (p) poate fi descompusă ı̂n fracţii simple, astfel:

F (p) =
n∑

k=1

ak
p− pk

.

Pentru calculul coeficienţilor ak unde k = 1, 2, . . . , n se consideră cercurile
γk , k = 1, 2, . . . , n cu centrele ı̂n punctele pk , k = 1, 2, . . . , n, de raze rk ,
k = 1, 2, . . . , n suficient de mici astfel ı̂ncât ı̂n fiecare disc ı̂nchis ∆k(pk, rk)
k = 1, 2, . . . , n să nu se găsească alt pol al funcţiei F (p) ı̂n afară de pk ,
k = 1, 2, . . . , n. Întegrând, se obţine:∫

γ
F (p) dp =

n∑
k=1

ak

∫
γk

dp

p− pk
.

Din proprietăţile integralei complexe se ştie că∫
γk

dp

p− pk
= 2πi.

Din teorema reziduurilor pentru un pol simplu rezultă∫
γ
F (p)dp = 2πiRez(F (p), pk) = 2πi

P (pk)

Q′(pk)
.
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Se observă că

ak =
P (pk)

Q′(pk)

ceea ce ı̂nseamnă că F (p) este de forma

F (p) =

n∑
k=1

P (pk)

Q′(pk)

1

p− pk
.

Ţin̂ınd seama de faptul că L[epkt] =
1

p− pk
şi de proprietatea de liniaritate a

transformatei Laplace, avem

F (p) =
n∑

k=1

P (pk)

Q′(pk)
L[epkt] = L

[
n∑

k=1

P (pk)

Q′(pk)
epkit

]
.

De unde rezultă că

f(t) =

n∑
k=1

P (pk)

Q′(pk)
epkt.

Aplicaţia 3.2.3. Determinaţi funcţia original f(t) a imaginii

F (p) =
p2 + 5

(p− 1)(p2 + 4)
.

Se observă că

P (p) = p2 + 5, Q(p) = (p− 1)(p2 + 4), Q′(p) = 3p2 − 2p+ 4.

Rădăcinile lui Q(p) = 0 sunt p1 = 1, p2 = −2i, p3 = 2i. Conform teoremei
2.2.2 se obţine:

f(t) =
6et

5
− e−2it

8− 4i
− e2it

8 + 4i
.

Corolarul 3.2.1 (formula lui Heaviside). Dacă una din rădăcinile simple
este nulă, adică Q(p) = pC(p) şi atunci

Q′(p) = C(p) + pC ′(p)

iar
Q′(0) = 0 şi Q′(pk) = pkC

′(pk), k = 2, 3, . . . , n

de unde rezultă că

f(t) =
P (0)

C(0)
+

n∑
k=2

P (pk)

pkC ′(pk)
epkt. (3.19)
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Aplicaţia 3.2.4. Determinaţi funcţia original a imaginii

F (p) =
3p− 1

p(p2 − 4)

Se observă că

P (p) = 3p− 1, Q(p) = p(p2 − 4), C(p) = p2 − 4, C ′(p) = 2p

Rădăcinile lui Q(p) = 0 sunt p1 = 0, p2 = −2, p3 = 2. Conform consecinţei,
se obţine:

f(t) =
1

4
+

7e−2t

4
+

5e2t

4
.

Teorema 3.2.3. Dacă F (p) =
P (p)

Q(p)
este o funcţie raţională, unde P şi Q

sunt două polinoame care ı̂ndeplinesc următoarele condiţii:
1) gradP<gradQ− 2 ;
2) Q are rădăcinile p1, p2, . . . , pn , cu ordinele de multiplicitate k1, k2, . . . , kn

atunci originalul funcţiei F (p) se poate determina direct cu formula:

f(t) =
n∑

k=1

Rez(F (p)ept, pk). (3.20)

Aplicaţia 3.2.5. Determinaţi funcţia original a imaginii F (p) =
p+ 1

p2(p− 2)3
.

f(t) = Rez

(
p+ 1

p2(p− 2)3
ept, 0

)
+Rez

(
p+ 1

p2(p− 2)3
ept, 2

)

Rez

(
p+ 1

p2(p− 2)3
ept, 0

)
= lim

p→0

(
p2

p+ 1

p2(p− 2)3
ept
)′

=

= lim
p→0

[
− 2p+ 5

(p− 2)4
+

p+ 1

(p− 2)3
t

]
= −1

8

(
5

2
− t

)

Rez

(
p+ 1

p2(p− 2)3
ept, 2

)
=

1

2!
lim
p→2

[
(p− 2)3

p+ 1

p2(p− 2)3
ept, 2

]′′
=

=
1

2
lim
p→2

[
(−p+ 2

p3
− p+ 1

p2
t)ept

]′
=

=
1

2
lim
p→2

[
2p+ 6

4
− p+ 2

p3
t+

(
−p+ 2

p3
+
p+ 1

p2
t

)
tet
]
=

=
1

2

(
5

8
− 1

2
t+

3

4
t2
)
e2t

f(t) = −1

8

(
5

2
− t

)
+

1

4

(
5

4
− t+

3

2
t2
)
e2t.
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3.3 Aplicaţii ale transformării Laplace

3.3.1 Rezolvarea problemei Cauchy pentru ecuaţii / sisteme
de ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi constanţi

Fie ecuaţia:
x(n) + a1x

(n−1) + · · ·+ anx = f(t) (3.21)

cu condiţiile iniţiale:

x(0) = x0, x
′(0) = x1, . . . , x

(n−1)(0) = xn−1. (3.22)

Se cere determinarea funcţiei necunoscute x = x(t) , t>0 , de clasă Cn[0,∞] ,
care să fie soluţie a ecuaţiei diferenţiale şi să satisfacă condiţiile iniţiale.

Problema astfel formulată reprezintă o problemă Cauchy pentru ecuaţia
diferenţială de mai sus.

În ipoteza că că f(t) este definită pe [0,∞) şi are imagine, aplicând trans-
formarea Laplace se obţine :

L[x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ anx](p) = L[f(t)](p)

sau
L[x(n)](p) + a1L[x

(n−1)](p) + · · ·+ anL[x](p) = L[f(t)](p).

Aplicând propoziţia 5 se obţine:

L[x(n)](p) = pnL[x](p)− pn−1x(0)− pn−2x′(0)− . . .− x(n−1)(0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

L[x(k)](p) = pkL[x](p)− pk−1x(0)− pk−2x′(0)− · · · − x(k−1)(0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

L[x′](p) = pL[x](p)− x(0).

Notând
L[x](p) = X şi L[f(t)](p) = F (p)

se obţine: X(pn + a1p
n−1 + · · ·+ an)−

−x0(pn−1 + a1p
n−2 + · · ·+ an−1) + · · ·+ xn−2(p+ a1)− xn−1 = F (p).

Cu notaţiile:
P (p) = pn + a1p

n−1 + · · ·+ an

Q(p) = x0(p
n−1 + a1p

n−2 + · · ·+ an−1) + · · ·+ xn−1
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relaţia de mai sus devine:

xP (p)−Q(p) = F (p)

de unde

x =
1

P (p)
[F (p) +Q(p)]

Soluţia ecuaţiei este

x(t) = L−1[x](p), x(t) = L−1

[
F (p) +Q(p)

P (p)

]
(p). (3.23)

Aplicaţia 3.3.1. Să se rezolve ecuaţia :

x′′(t)− 5x′(t) + 6x(t) = et

cu condiţiile iniţiale x(0) = −1 , x′(0) = 1.
Aplicăm transformata Laplace ambilor membri şi se obţine

L[x′′(t)− 5x′(t) + 6x(t)](p) = L[et](p).

Aplicăm teorema 2.1.1 privind liniaritatea

L[x′′(t)](p)− 5L[x′(t)](p) + 6L[x(t)](p) = L[et](p).

Calculăm transformatele

L[x′′(t)](p) = p2L[x(t)](p)− px(0)− x′(0) = p2L[x(t)](p) + p− 1.

L[x′(t)](p) = pL[x(t)](p)− x(0) = pL[x(t)](p) + 1.

L[et](p) =
1

p− 1

Înlocuim transformatele ı̂n ecuaţie şi se obţine:

L[x(t)](p)(p2 − 5p+ 5] = p− 6 +
1

p− 1

sau

L[x(t)](p) =
p2 − 7p+ 7

(p− 1)(p− 2)(p− 3)
.

Prin descompunere ı̂n fracţii simple, găsim:

L[x(t)](p) =
1

2(p− 1)
− 5

p− 2
+

7

2(p− 3)
.
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Aplicând proprietatea de liniaritate pentru calculul inversei transformatei La-
place, se obţine soluţia ecuaţiei:

x(t) =
1

2
et − 5e2t +

7

2
e3t.

Aplicaţia 3.3.2. Să se rezolve sistemul :{
x′(t)− x(t) + 2y(t) = 0
x′′(t) + 2y′(t) = 2t− cos 2t

cu condiţiile iniţiale x(0) = 0, x′(0) = 2 , y(0) = −1.

Se aplică transformarea Laplace ambilor membri ai fiecărei ecuaţii:
L[x′(t)](p)− L[x(t)](p) + 2L[y(t)](p) = 0

L(x′′(t)](p) + 2L[y′(t)](p) = L[2t− cos 2t](p)

prin ı̂nlocuire, se obţine:
pL[x(t)](p)− x(0)− L[x(t)](p) + 2L[y(t)](p) = 0

p2L[x(t)](p)− px(0)− x′(0) + 2pL[y(t)](p)− 2y(0) =
2

p2
− p

p2 + 4

care se mai poate scrie
(p+ 1)L[x(t)](p) + 2L[y(t)](p) = 0

p2L[x(t)](p) + 2pL[y(t)](p) =
2

p2
− p

p2 + 4
.

De aici găsim :
L[x(t)](p) = − 2

p3
+

1

p2 + 4

L[y(t)](p) =
1

p2
+

1

p3
− p

2(p2 + 4)
− 2

4(p2 + 4)
.

Soluţiile sistemului sunt :
x(t) = −t2 + 1

2 sin 2t

y(t) = t+ 1
2 t

2 − 1
2 cos 2t−

1
4 sin 2t.
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3.3.2 Rezolvarea ecuaţiilor integrale de tip Volterra

Definiţia 3.3.1. O ecuaţie ı̂n necunoscuta y(t) de forma :

x(t) +

∫ t

0
k(t− u)x(u) du = f(t) (3.24)

unde k(t) şi f(t) sunt funcţii date, se numeşte ecuaţie integrală de tip Volterra.

Notând :

L[x(t)](p) = X(p), L[k(t)](p) = K(p), L[f(t)](p) = F (p)

şi aplicând ecuaţiei Propoziţia 9, se obţine :

X(p) +K(p)Y (p) = F (p)

de unde rezultă că

X(p) =
F (p)

1 +K(p)

ceea ce ı̂nseamnă că
x(t) = L−1(X(p)).

Aplicaţia 3.3.3. Să se rezolve ecuaţia integrală de tip Volterra :

x(t) +

∫ t

0
et−ux(u) du = cos 2t.

Aplicăm transformata Laplace ambilor membri :

L[x(t)](p) + L

[∫ t

0
et−ux(u) du

]
(p) = L[cos 2t](p).

Dacă notăm L[x(t)](p) = X(p) , se obţine

L

[∫ t

0
et−ux(u) du

]
(p) = L[et](p)L[x(t)](p) =

1

p− 1
X(p)

şi ecuaţia devine

X(p) +
1

p− 1
X(p) =

p

p2 + 4

de unde găsim

X(p) =
p− 1

p2 + 4
=

p

p2 + 4
− 1

p2 + 4
.

Aplicând proprietatea de liniaritate pentru calculul inversei transformatei La-
place, se obţine soluţia ecuaţiei:

x(t) = L−1[X(p)](t) = cos 2t− 1

2
sin 2t.
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3.3.3 Studiul circuitului R.L.C.

Considerăm un circuit electric care are legate ı̂n serie un rezistor ( având ca
parametru rezistenţa R ), o bobină ( cu inductanţa L ) şi un condensator ( cu
capacitatea C ).

Notăm cu q(t) sarcina variabilă pozitivă de pe placa condensatorului şi cu
E(t) tensiunea cu care se alimentează circuitul. Datorită alimentării ı̂n circuit
apare un curent de intensitate variabilă i(t) şi conform legilor lui Kirchhoff,
circuitului R.L.C. ı̂i corespunde ecuaţia:

E(t) = L
di(t)

dt
+Ri(t) +

q(t)

C
.

Ţinând seama de faptul că i(t) =
dq(t)

dt
ecuaţia de mai sus devine:

E(t) = L
di(t)

dt
+Ri(t) +

1

C

∫ t

0
i(τ) dτ, t>0

care este o ecuaţie integrală ı̂n necunoscuta i(t). Această ecuaţie poate fi
transformată ı̂ntr-o ecuaţie diferenţială de ordinul doi ı̂n raport cu sarcina
q(t) , astfel:

L
d2q(t)

dt2
+R

dq(t)

dt
+
q(t)

C
= E(t)

cu condiţiile iniţiale: q(0) = q0 ,
dq

dt
|t=0 = i(0) = i0.

Presupunând că E(t), q(t),
dq

dt
,
d2q

dt2
sunt funcţii original, ecuaţia de mai

sus se poate rezolva aplicând transformarea Laplace:

L

[
L
d2q(t)

dt2
+R

dq(t)

dt
+
q(t)

C

]
(p) = L[E(t)](p).

Notăm: L[q(t)](p) = q , L[E(t)](p) = E şi se obţine:

q(Lp2 +Rp+
1

C
) = E + pLq0 + Li0 + q0R

sau

q(t) = L−1

(
E + pLq0 + Li0 + q0R

Lp2 +Rp+ 1
C

)
.
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3.4 Probleme

Problema 3.4.1. Să se calculeze următoarele transformate Laplace:

1◦ L

[
− 3√

t

]
⌈ R: −3

√
π

p
. ⌋

2◦ L[sin t cos t] ⌈ R:
1

p2 + 4
. ⌋

3◦ L

[
e−2t − 1

t
sin 3t

]
⌈ R: arctg

6

p2 + p+ 9
. ⌋

4◦ Dacă f(t) =


3 0 < t < 2
−1 2 6 t < 4
0 4 6 t

calculaţi L[f(t)]

⌈ R:
3− 4e−2p + e−4p

p
. ⌋

5◦ L

[∫ ∞

0

cos t

t
dt

]
⌈ R: ln

1 + p2

2p
. ⌋

Problema 3.4.2. Să se determine funcţiile original ale următoarelor imagini:

1◦ F (p) =
1

p(p+ 1)(p+ 2)
⌈ R: f(t) = 1

2 − e−t + 1
2e

−2t . ⌋

2◦ F (p) =
p

(p2 + 1)(p2 + 4)
⌈ R: f(t) = 1

3(cos t− cos 2t) . ⌋

3◦ F (p) =
p3 + 1

p4 − 8p
⌈ R: f(t) = −1

8 + 3
8e

−2t + 3
4e

−t cos
√
3t . ⌋

Problema 3.4.3. Să se rezolve ecuaţiile diferenţiale:

1◦ x′′′(t) − 3x′(t) + 2x(t) = 8te−t cu condiţiile iniţiale x(0) = x′(0) =
0, x′′(0) = 1, ⌈ R: x(t) = e−2t + 2te−t + (t− 1)et . ⌋

2◦ x′′′(t)−2x′′(t)−x′(t)+2x(t) = 5 sin 2t cunoscând condiţiile iniţiale x(0) =

1 , x′(0) = 1 , x′′(0) = −1. ⌈ R: x(t) =
1

3
e−t+

5

12
e2t+

1

4
cos 2t+

1

4
sin 2t

. ⌋

Problema 3.4.4. Să se rezolve sistemele de ecuaţii diferenţiale:

1◦
{

2x′(t)− y(t)− y′(t) = 4(1− e−t)
2x′(t) + y(t) = 2(1 + e−2t)

cu condiţiile iniţiale x(0) = 0 ,

y(0) = 0.

⌈ R: x(t) = 3− 2e−t − e−2t , y(t) = 2− 4e−t + 2e−2t . ⌋
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2◦


x′(t) + y(t) + z(t) = 0
y′(t) + x(t) + z(t) = 0
z′(t) + x(t) + y(t) = 0

cu condiţiile iniţiale x(0) = 1, y(0) = 0,

z(0) = −1.

⌈ R: x(t) = et , y(t) = 0 , z(t) = −et . ⌋

Problema 3.4.5. Să se rezolve ecuaţiile integrale:

1◦ x(t)− 2

∫ t

0
x(u) du =

1− cos 3t

9
.

⌈ R: x(t) =
1

13

(
e2t + cos 3t− 2 sin 3t

3

)
. ⌋

2◦ x(t)−
∫ t

0
ch 2(t− u)x(u) du = 4− 4t− 8t2.

⌈ R: x(t) = 4− 2t2 . ⌋

3◦ x(t) = t cos 3t+

∫ t

0
sin 3(t− u)x(u) du.

⌈ R: x(t) = 2 sin 3t− 5 sin
√
6t√

6
. ⌋

Problema 3.4.6. Să se rezolve ecuaţia integro-diferenţială :

x(t) + x′(t)− 2

∫ t

0
x(u) sin(t− u) du = cos t+ sh t

⌈ R: x(t) = ch t . ⌋
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Capitolul 4

Transformarea Z

4.1 Proprietăţile transformării Z

Transformata Laplace a unei funcţii original f : R → C este definită de
integrala improprie

L[f(t)] = F (p) =

∫ ∞

0
f(t)e−ptdt.

Prin analogie, pentru o funcţie f : Z+ → C (sau un şir (f(t)t∈N) Z. Tzypkin a
introdus transformata Laplace discretă sau transformata Dirichlet prin seria

D[f(t)] = F (p) =

∞∑
t=0

f(t)e−pt.

Se obţine o formulă mai simplă cu ajutorul schimbării de variabilă z = ep;
dacă notăm cu F ∗(z) suma noii serii, rezultă o altă transformată, introdusă
de W.Hurewicz ı̂n 1947:

F ∗(z) =
∞∑
t=0

f(t)z−t,

care se va numi transformata Z a funcţiei discrete f . Aceasta justifică următoa-
rele definiţii:

Definiţia 4.1.1. O funcţie f : Z → C se numeşte funcţie original dacă are
proprietăţile:

i) f(t) = 0 pentru t < 0;

ii) ∃M > 0, R > 0 astfel ı̂ncât |f(t)| 6MRt, t = 0, 1, . . . .

Cel mai mic număr R cu această proprietate se notează Rf şi se numeşte
raza de convergenţă a transformatei funcţiei f .

127
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Funcţia f se mai numeşte şi semnalul ı̂n domeniul timp.

Definiţia 4.1.2. Funcţia F ∗, definită de egalitatea

Z[f(t)] = F ∗(z) =
∞∑
t=0

f(t)z−t, (4.1)

se numeşte transformata Z a funcţiei original f . Funcţia F ∗ se mai numeşte şi
imaginea funcţiei f sau semnalul ı̂n domeniul frecvenţă. Operatorul Z definit

de formula (4.1), f
Z→ F ∗ se numeşte transformarea Z.

O alternativă (indicată de G. Doetsch ı̂n 1961) ar fi denumirea de transfor-
mare Laurent deoarece seria (4.1) este o serie Laurent ı̂n vecinătatea punctului
de la infinit (care este punct singular aparent al funcţiei F ∗) cu coeficienţii
ct = f(t), t = 0, 1, 2, . . . . Rezultă că teoria seriilor Laurent poate fi aplicată
pentru a obţine proprietăţi şi tehnici ale transformării Z.

Propoziţia 4.1.1. Seria (4.1) este absolut convergentă pentru |z| > R (̂ın
exteriorul discului de rază R centrat ı̂n origine), unde R = Rf . În orice
regiune ı̂nchisă |z| > R′ > R seria (4.1) este uniform convergentă.

Demonstraţie. Se utilizează seria geometrică

∞∑
t=0

zn =
1

1− z
pentru |z| < 1.

Pentru |z| > R avem
R

|z|
< 1, deci

∞∑
t=0

|f(t)||z−t|
ii)

6
∞∑
t=0

MRt|z−t| =M

∞∑
t=0

(
R

|z|

)t

=M
|z|

|z| −R
<∞.

Pentru |z| > R′ > R (fig. 4.1), se obţine
∣∣f(t)z−t

∣∣ 6M

(
R

R′

)t

.

Fig. 4.1
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Deoarece seria geometrică
∞∑
t=0

(
R

R′

)t

, cu
R

R′ < 1, este convergentă şi seria

cu termeni pozitivi
∞∑
t=0

M

(
R

R′

)t

este convergentă deci conform criteriului de

comparaţie al lui Weierstrass seria (4.1) este uniform convergentă.
O consecinţă a acestei propozitii este faptul că funcţia F ∗(z) este analitică

pe domeniul |z| > R. Singularităţiile funcţiei F ∗(z) se află ı̂n discul |z| 6 R
(şi (cu excepţia transformatelor funcţiilor de forma ai(t), unde a ∈ C şi i(t)
este funcţia impuls din aplicaţia 4.1.1) există cel puţin un punct singular, ı̂n
caz contrar F ∗(z) ar fi o constantă.

Aplicaţii:
4.1.1. Considerăm funcţia

i(t) =

{
0 dacă t ̸= 0
1 dacă t = 0

(Fig.4.2).

Fig. 4.2

Această funcţie joacă rolul distribuţiei Dirac δ ı̂n cazul sistemelor şi sem-
nalelor discrete; de aceea este numită δ funcţia discretă sau funcţia impuls
discretă. Evident

Z[i(t)] = i(0) + i(1)
1

z
+ · · ·+ i(t)

1

zt
+ · · · = 1.

4.1.2. Considerăm funcţia treaptă unitate discretă

u(t) =

{
0 dacă t < 0
1 dacă t > 0

(Fig.4.3).

Fig. 4.3.
Deoarece |u(t)| = 1, ∀t > 0 rezultă că raza de convergenţă este Ru =

1. Aplicând propoziţia 4.1.1 şi seria geometrică, pentru |z| > 1 va rezulta
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transformata Z

U∗(z) = Z[u(t)] =
∞∑
t=0

u(t)z−t =
∞∑
t=0

(
1

z

)t

=
z

z − 1
.

4.1.3. Funcţia putere p(t) = u(t)at =

{
0 dacă t < 0
at dacă t > 0

verifică egal-

itatea |p(t)| = |a|t, deci raza de convergenţă este R = |a|. Atunci, pentru

|z| > |a| rezultă
∣∣∣a
z

∣∣∣ < 1 şi putem utiliza din nou seria geometrică

P ∗(z) = Z[p(t)] =

∞∑
t=0

atz−t =

∞∑
t=0

(a
z

)t
=

z

z − a
.

În particular, pentru a = eλ, λ ∈ C, rezultă R = |a| = |eλ| = eReλ deci,

pentru |z| > eReλ se obţine transformata funcţiei exponenţiale Z[eλt] =
z

z − eλ
.

Teoremele care urmează permit extinderea listei de transformate pentru
cele mai importante funcţii original.

Teorema 4.1.1 (liniaritate). Dacă f şi g sunt funcţii original cu raze Rf

respectiv Rg, atunci, pentru |z| > max(Rf , Rg),

Z[αf(t) + βg(t)] = αZ[f(t)] + βZ[g(t)], ∀α, β ∈ C. (4.2)

Demonstraţie. Dacă |f(t)| 6M1R
t
f şi |g(t)| 6M2R

t
g, fie R = max(Rf , Rg),

obţinem:

|αf(t) + βg(t)| 6 |α||f(t)|+ |β||g(t)| 6 (|α|M1 + |β|M2)R
t,

deci combinaţia liniară αf(t)+βg(t) ı̂ndeplineşte condiţia ii) din definiţia 4.1.1
şi este o funcţie original. Pentru |z| > R, cele trei serii din formula (4.2) sunt
absolut convergente şi avem

Z[αf(t) + βg(t)] =

∞∑
t=0

[αf(t) + βg(t)]z−t = α

∞∑
t=0

f(t)z−t + β

∞∑
t=0

g(t)z−t

= αZ[f(t)] + βZ[g(t)].

deci operatorul Z este liniar.

Aplicaţia 4.1.4. Considerăm funcţia f(t) = cos(ωt), ω > 0, deci, conform

definiţiei 4.1.1, f(t) = u(t) cos(ωt) =

{
0 dacă t < 0

cos(ωt) dacă t ∈ Z+ .

Utilizând teorema de liniaritate, expresia cosinusului din formulele lui Eu-
ler şi transformata exponenţialei din aplicaţia 4.1.3, obţinem, pentru |z| > 1:

Z[cos(ωt)] = Z

[
eiωt + e−iωt

2

]
=

1

2

(
Z[eiωt] + Z[e−iωt]

)
=
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=
1

2

(
z

z − eiω
+

z

z − e−iω

)
=

1

2

z[2z − (eiω + e−iω)]

z2 − (eiω + e−iω)z + eiωe−iω
=

=
z(z − cosω)

z2 − 2z cosω + 1
.

În mod analog se obţin:

Z[sin(ωt)] =
z sinω

z2 − 2z cosω + 1
;

Z[chωt] =
z(z − chω)

z2 − 2zchω + 1
;

Z[shωt] =
zshω

z2 − 2zchω + 1
;

Z[sin(ωt+ φ)] = cosφZ[sinωt] + sinφZ[cosωt] =
z(z sinφ+ sin(ω − φ))

z2 − 2z cosω + 1
.

Teorema 4.1.2 (asemănare). Dacă R este raza corespunzătoare funcţiei
original f şi a ∈ C \ {0}, atunci, pentru |z| > |a|R, rezultă

Z[atf(t)] = F ∗
(z
a

)
. (4.3)

Demonstraţie. |atf(t)| 6 |a|tMRt = M(|a|R)t, deci raza de convergenţă
corespunzătoare funcţiei original atf(t) este |a|R. Pentru |z| > |a|R, obţinem

Z[atf(t)] =
∞∑
t=0

[atf(t)]z−t =
∞∑
t=o

f(t)
(z
a

)−t
= F ∗

(z
a

)
.

Aplicaţia 4.1.5. Conform teoremei 4.1.2 şi aplicaţiei 4.1.4, rezultă

Z[at cosωt] =

z

a

(z
a
− cosω

)
z2

a2
− 2

z

a
cosω + 1

=
z(z − a cosω)

z2 − 2az cosω + a2
.

În particular, pentru a = eλ,

Z[eλt cosωt] =
z(z − eλ cosω)

z2 − 2zeλ cosω + e2λ
.

Teorema 4.1.3 (prima teoremă de ı̂ntârziere). Pentru ∀n ∈ N∗,

Z[f(t− n)] = z−nF ∗(z). (4.4)
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Demonstraţie. Conform definiţiei, Z[f(t−n)] =
∞∑
t=0

f(t−n)z−t. Restaurăm

semnalul f(t) prin schimbarea de indice de ı̂nsumare t−n = k (deci, t = k+n,
iar limita de jos t = 0 se transformă ı̂n k = −n). Deoarece f(k) = 0 pentru
k < 0, vom avea

Z[f(t− n)] =
∞∑

k=−n

f(k)z−(k+n) = z−n

( −1∑
k=−n

f(k)z−k +
∞∑
k=0

f(k)z−k

)
=

= z−n
∞∑
k=0

f(k)z−k = z−nF ∗(z).

Aplicaţii.

4.1.6. Z[u(t − n)] = z−nZ[u(t)] = z−n z

z − 1
=

1

zn−1(z − 1)
, ∀n ∈ N∗

(Fig. 4.4).

Fig. 4.4

4.1.7. Z[u(t− 4)et−4] = z−4Z[et] = z−4 z

z − e
=

1

z3(z − e)
.

4.1.8. Conform aplicaţiei 4.1.3, Z[(−1)t] =
z

z + 1
. Atunci găsim

Z[u(t− 1)(−1)t−1] =
1

z + 1
.

Teorema 4.1.4 (deplasare sau a doua teoremă de ı̂ntârziere). Pentru
|z| > Rf

Z[f(t+ n)] = zn

(
F ∗(z)−

n−1∑
t=0

f(t)z−t

)
, n ∈ N∗. (4.5)

Demonstraţie. Ca ı̂n demonstraţia teoremei 4.1.3, se face schimbarea de
indice de ı̂nsumare; avem t+n = k (deci t = 0 implică k = n), apoi se adaugă
şi se scade suma care lipseşte din seria F ∗(z):

Z[f(t+ n)] =

∞∑
t=0

f(t+ n)z−t =

∞∑
k=n

f(k)z−(k−n) =
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= zn

( ∞∑
k=0

f(k)z−k −
n−1∑
k=0

f(k)z−k

)
= zn

(
F ∗(z)−

n−1∑
t=0

f(t)z−t

)
(̂ın ultima sumă am schimbat k cu t) .

În particular, pentru n = 1 se obţine Z[f(t+ 1)] = z(F ∗(z)− f(0)).

Observaţia 4.1.1. Prin f(t + n) s-a notat funcţia f̃(t) = u(t + n)f(t + n),
deci f̃ = f(t + n) pentru t = 0, 1, 2, . . . şi f̃(t) = 0 pentru t = −1,−2, . . . .
Evident u(t+ n)f(t+ n) are tot raza de convergenţă Rf .

Aplicaţii:

4.1.9. Z[et+3] = z3
(
F ∗(z)− e0 − ez−1 − e2z−2

)
=

z4

z − e
− z3 − ez2 − e2z.

4.1.10. Funcţii periodice la dreapta. Considerăm funcţia f cu propri-
etatea f(t+ T ) = f(t), ∀t ∈ N (deci T ∈ N∗ este perioada). Notăm cu F ∗

T (z)

transformata primei perioade, deci F ∗
T (z) =

T−1∑
t=0

f(t)z−t. Folosind periodici-

tatea funcţiei f şi teorema 4.1.4, obţinem:

F ∗(z) =
∞∑
t=0

f(t)z−t =
∞∑
t=0

f(t+ T )z−t = zT (F ∗(z)− F ∗
T (z)) ,

deci

F ∗(z) =
zTF ∗

T (z)

zT − 1
, adică F ∗(z) =

1

zT − 1

T−1∑
t=0

f(t)zT−t.

Se observă că polii transformatei F ∗(z) a unei funcţii periodice se află
printre rădăcinile zj = exp(i2πjT ), j = 0, 1, . . . T−1 ale polinomului zT −1, deci

pe cercul unitate. De exemplu, funcţia f(t) =


0 t = 3k
1 t = 3k + 1
2 t = 3k + 2

(Fig.4.5)

are perioada T = 3 şi transformata F ∗(z) =
z2 + 2z

z3 − 1
.

Fig. 4.5

Invers, dacă o funcţie F ∗(z) are forma F ∗(z) =
aoz

T + a1z
T−1 + · · ·+ aT−1z

zT − 1
,

ea este transformata funcţiei f periodice de perioadă T , care are valorile
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f(kT + i) = ai, i = 0, T − 1, k ∈ N. Pentru funcţiile discrete rolul derivatei
este preluat de funcţia diferenţă.

Definiţia 4.1.3. Se numeşte diferenţa funcţiei f funcţia ∆f definită prin
∆f(t) = 0 pentru t < 0 şi ∆f(t) = f(t+1)−f(t) pentru t = 0, 1, . . . . Diferenţa
de ordinul n, notată ∆nf , se defineşte prin recurenţă: ∆nf(t) = ∆(∆n−1f(t)).

Se poate arăta uşor că ∆nf(t) =

n∑
k=0

(−1)n−kCk
nf(t+ k).

Teorema 4.1.5 (diferenţă). Pentru |z| > Rf , are loc egalitatea

Z[∆f(t)] = (z − 1)F ∗(z)− zf(0). (4.6)

Demonstraţie. Folosind liniaritatea şi deplasarea (formula (4.5) cu n = 1),
rezultă că ∆f(t) are raza de convergenţă Rf corespunzătoare funcţiei original
f şi obţinem

Z[∆f(t)] = Z[f(t+ 1)− f(t)] = Z[f(t+ 1)]− Z[f(t)] =

= z (F ∗(z)− f(0))− F ∗(z) = (z − 1)F ∗(z)− zf(0).

Prin inducţie se poate demonstra generalizarea acestei teoreme:

Z[∆nf(t)] = (z − 1)nF ∗(z)− z
n−1∑
k=0

(z − 1)n−k−1∆kf(0), (4.7)

unde ∆0f(t) = f(t).

Teorema 4.1.6 (derivarea imaginii).

Z[−tf(t)] = z (F ∗(z))′ . (4.8)

Demonstraţie. Deoarece F ∗(z) este analitică pentru |z| > Rf şi seria Lau-
rent este uniform convergentă pentru |z| > R′ > Rf , derivând termen cu
termen se obţine:

z((F ∗(z))′ = z

( ∞∑
t=0

f(t)z−t

)′

= z

( ∞∑
t=1

f(t)(−t)z−t−1

)

=
∞∑
t=0

(−tf(t))z−t = Z[−tf(t)].
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Aplicaţia 4.1.11.

Z[t] = −Z[−tu(t)] = −z
(

z

z − 1

)′
=

z

(z − 1)2
;

Z[t2] = −Z[−t · t] = −z
(

z

(z − 1)2

)′
=
z(z + 1)

(z − 1)3
;

Z[t3] = −Z[−t · t2] = −z
(
z(z + 1)

(z − 1)3

)′
=
z(z2 + 4z + 1)

(z − 1)4
.

Funcţia inversă diferenţei şi care joacă rolul integralei pentru funcţiile discrete
este funcţia sumă.

Definiţia 4.1.4. Se numeşte suma funcţiei f şi se notează Sf(t) funcţia

Sf(t) =


0 pentru t 6 0

t−1∑
k=0

f(k) pentru t = 1, 2, . . . .
(4.9)

Evident ∆Sf(t) = Sf(t+ 1)− Sf(t) =
t∑

k=0

f(k)−
t−1∑
k=0

f(k) = f(t) şi

S (∆f(t)) =
t−1∑
k=0

∆f(k) =
t−1∑
k=0

(f(k + 1)− f(k)) = f(t)− f(0),

deci S (∆f(t)) = f(t) dacă f(0) = 0.

Teorema 4.1.7 (sumă). Pentru |z| > max(Rf , 1),

Z[Sf(t)] =
F ∗(z)

z − 1
. (4.10)

Demonstraţie. Notăm g(t) = Sf(t). Am văzut că ∆g(t) = f(t), ı̂n plus

g(0) =
∑
k∈∅

f(k) = 0. Conform teoremei 4.1.5, aplicate funcţiei g(t), F ∗(z) =

Z[f(t)] = Z[∆g(t)] = (z−1)G∗(z)−zg(0) = (z−1)G∗(z), deci G∗(z) =
F ∗(z)

z − 1
,

egalitate echivalentă cu cea din enunţul teoremei.

Aplicaţia 4.1.12. Suma funcţiei f care are valorile: f(0) = 2, f(1) = 3,
f(2) = −5, f(3) = 0, f(4) = −1, f(t) = 0 pentru t > 5 are transformata

G∗(z) =
2 + 3z−1 − 5z−2 − z−4

z − 1
=

2z4 + 3z3 − 5z2 − 1

z4(z − 1)
.

Aplicaţia 4.1.13. Funcţia f definită ca suma pătratelor primelor t numere
naturale are transformata

F ∗(z) = Z[St2] =
1

z − 1
Z[t2] =

1

z − 1
· z(z + 1)

(z − 1)3
=
z(z + 1)

(z − 1)4
.
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Teorema 4.1.8 (integrarea imaginii). Dacă f(0) = 0,

Z

[
f(t)

t

]
=

∫ ∞

z

F ∗(u)

u
du. (4.11)

Demonstraţie. Conform propoziţiei 4.1.1, seria Laurent care defineşte
funcţia analitică F ∗(z) este uniform convergentă pe orice mulţime ı̂nchisă
|z| > R′ cu R′ > R, deci se poate integra termen cu termen. Rezultă (folosind
şi f(0) = 0)∫ b

z

F ∗(u)

u
du =

∫ b

z

1

u

( ∞∑
t=0

f(t)u−t

)
du =

∞∑
t=0

f(t)

∫ b

z
u−t−1du

=

∞∑
t=1

f(t)

(
−1

t

)
u−t
∣∣b
z
=

∞∑
t=0

f(t)

t

(
z−t − b−t

)
.

La limită, b−t → 0 pentru b→ ∞, ∀t > 1, deci∫ ∞

z

F ∗(u)

u
du =

∞∑
t=1

f(t)

t
z−t = Z

[
f(t)

t

]
.

Aplicaţia 4.1.14. Utilizând aplicaţia 4.1.8 şi teorema 4.1.8, pentru funcţia

f(t) =

 0 dacă t 6 0
(−1)t−1

t
dacă t = 1, 2 . . . ,

se obţine transformata

Z

[
(−1)t−1

t

]
=

∫ ∞

z

du

u(u+ 1)
= ln

(
u

u+ 1

)∣∣∣∣∞
z

= − ln

(
z

z + 1

)
= ln

(
1 +

1

z

)
.

Pentru funcţiile original, produsul de convoluţie s-a definit prin

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(x)g(t− x)dx.

Aceasta justifică definirea produsului de convoluţie pentru funcţiile (sem-
nalele) discrete cu sumă ı̂n loc de integrală.

Definiţia 4.1.5. Produsul de convoluţie al funcţiilor original f şi g este
funcţia f ∗ g definită de

(f ∗ g)(t) =


0 pentru t < 0

t∑
k=0

f(k)g(t− k) pentru t = 0, 1, 2, . . .
(4.12)
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Se verifică uşor că produsul de convoluţie are următoarele proprietăţi:f ∗
g = g∗f (comutativitate), (f ∗g)∗h = f ∗(g∗h) (asociativitate), (f1+f2)∗g =
f1 ∗ g + f2 ∗ g (distributivitate faţă de adunare), f ∗ i = f (funcţia impuls i
din aplicaţia 4.1.1 este elementul neutru pentru produsul de convoluţie).

Teorema 4.1.9 (produsul de convoluţie). Pentru |z| > max(Rf , Rg),

Z[(f ∗ g)(t)] = F ∗(z)G∗(z). (4.13)

Demonstraţie. Fie r = max(Rf , Rg). Atunci, conform definiţiei 4.1.1 se

obţine (pentru Rf ̸= Rg): |(f ∗ g)(t)|6
t∑

k=0

|f(t)||g(t − k)|6
t∑

k=0

MfR
k
fMgR

t−k
g

= MfMg
Rt+1

f −Rt+1
g

Rf−Rg
<

MfMgr
|Rf−Rg |r

t, t = 0, 1, 2, . . . , deci Rf∗g există şi Rf∗g 6 r.

Pentru |z| > Rf∗g se obţine:

F ∗(z)G∗(z) =

( ∞∑
k=0

f(k)z−t

)( ∞∑
ℓ=0

g(ℓ)z−ℓ

)
ℓ=t−k
=

∞∑
t=0

(
t∑

k=0

f(k)g(t− k)

)
z−t

=
∞∑
t=0

(f ∗ g)(t)z−t = Z[(f ∗ g)(t)].

Teorema 4.1.10 (produsul originalelor). Dacă r verifică Rf < r <
|z|
Rg

atunci

Z[f(t)g(t)] =
1

2πi

∫
|ζ|=r

F ∗(ζ)G∗
(
z

ζ

)
dζ

ζ
. (4.14)

Demonstraţie.

1

2πi

∫
|ζ|=r

F ∗(ζ)G∗
(
z

ζ

)
dζ

ζ
=

1

2πi

∫
|ζ|=r

( ∞∑
t=0

f(t)ζ−t

)( ∞∑
k=0

g(k)

(
z

ζ

)−k
)
dζ

ζ

=
∞∑
t=0

∞∑
k=0

f(t)g(t)z−k · 1

2πi

∫
|ζ|=r

ζk−t−1dζ.

(am integrat termen cu termen produsul celor două serii uniform convergente).
Cum∫

|ζ|=r
ζk−t−1dζ =

{
0 pentru k − t− 1 ̸= −1 (adică pentru k ̸= t)
2πi pentru k − t− 1 = −1 (adică pentru k = t),
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2πi se simplifică iar seria dublă din ultimul termen se reduce la
∞∑
t=0

f(t)g(t)z−t =

Z[f(t)g(t)].

Corolarul 4.1.1. Dacă funcţia
F ∗(ζ)

ζ
are polii a1, . . . , an, atunci

Z[f(t)g(t)] =
n∑

j=1

Rez

(
F ∗(ζ)G∗

(
z

ζ

)
1

ζ
, aj

)
(4.15).

Demonstraţie. Deoarece funcţia G∗
(
z

ζ

)
este analitică pentru

∣∣∣∣zζ
∣∣∣∣ > Rg

şi r <
|z|
Rg

rezultă că G∗
(
z

ζ

)
este analitică pe discul |ζ| 6 r, deci funcţia

F ∗(ζ)G∗
(
z

ζ

)
1
ζ are polii a1, . . . , an şi (4.15) se obţine din (4.14) aplicând teo-

rema reziduurilor.

Aplicaţia 4.1.15 Ţinând seama de aplicaţiile 4.1.3 şi 4.1.11, pentru

1 < r <
|z|
eReλ

, obţinem

Z
[
teλt

]
=

1

2πi

∮
|ζ|=r

ζ

(ζ − 1)2
·

z

ζ(
z

ζ
− eλ

) dζ
ζ

=
1

2πi

∮
|ζ|=r

z

(ζ − 1)2(z − ζeλ)
dζ

= Rez

(
z

(ζ − 1)2(z − ζeλ)
; 1

)
= z lim

ζ→1

(
1

z − ζeλ

)′

= z lim
ζ→1

eλ

(z − ζeλ)2
=

zeλ

(z − eλ)2
.

Acelaşi rezultat se obţine cu teorema 4.1.2 (asemănare):

Z
[
eλtt

]
= Z

[
(eλ)tt

]
=

z

eλ( z
eλ

− 1
)2 =

zeλ(
z − eλ

)2 .
Se poate utiliza şi teorema 4.1.6 (derivarea imaginii):

Z
[
teλt

]
= −z

(
z

z − eλ

)′
= −z · z − eλ − z

(z − eλ)2
=

zeλ

(z − eλ)2
.
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Teorema 4.1.11 (valoare iniţială).

f(0) = lim
z→∞

F ∗(z). (4.16)

Demonstraţie. Funcţia F ∗(z) = f(0)+ f(1)
1

z
+ f(2)

1

z2
+ · · ·+ f(t) 1

zt
+ · · ·

poate fi scrisă sub forma F ∗(z) = f(0)+
G(z)

z
, unde G(z) = f(1)+f(2)

1

z
+· · · .

G(z) este analitică pe |z| > R deoarece F ∗(z) are această proprietate, deci

lim
z→∞

G(z) există şi este finită şi lim
z→∞

G(z)

z
= 0. Atunci,

lim
z→∞

F ∗(z) = f(0) + lim
z→∞

G(z)

z
= f(0).

Observaţia 4.1.2. În acelaşi mod pot fi demonstrate următoarele formule,
care ı̂mpreună cu (4.16) pot fi utilizate pentru determinarea funcţiei original
f(t) când se cunoaşte transformata ei F ∗(z):

f(1) = lim
z→∞

z (F ∗(z)− f(0)) ,

f(2) = lim
z→∞

z2
(
F ∗(z)− f(0)− f(1)z−1

)
,

· · ·

f(t) = lim
z→∞

zt

(
F ∗(z)−

t−1∑
k=0

f(k)z−k

)
, t = 1, 2, . . . .

(4.17)

Teorema 4.1.12 (valoare finală). Dacă lim
t→∞

f(t) există, atunci

lim
t→∞

f(t) = lim
z→1+

Imz=0

(z − 1)F ∗(z). (4.18)

Demonstraţie. Se aplică teorema a doua a lui Abel: dacă seria de puteri
∞∑
t=0

f(t) are raza de convergenţă R şi c este un punct de convergenţă al seriei

cu |c| = R, atunci seria este uniform convergentă pe orice mulţime compactă

K ⊂ {z ∈ C | |z| < R} ∪ {c} care are proprietatea că funcţia z → |c−z|
|c|−|z|este

mărginită pe K \{c}, ı̂n particular pe segmentul K = [0, c]. Se consideră seria

f(0) +

∞∑
t=0

∆f(t) = f(0) +

∞∑
t=0

(f(t + 1) − f(t)). Suma ei este egală cu limita

şirului (St)t∈N al sumelor parţiale

lim
t→∞

[f(0)+(f(1)−f(0))+(f(2)−f(1))+· · ·+(f(t)−f(t− 1))] = lim
t→∞

f(t).
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Din teorema 5 (a diferenţei) Z[∆f(t)] = (z − 1)F ∗(z)− zf(0); rezultă

(z − 1)F ∗(z) = zf(0) + Z[f(t)] = zf(0) +
∞∑
t=0

(f(t+ 1)− f(t))z−t.

Conform teoremei lui Abel, deoarece seria din membrul drept este conver-
gentă ı̂n z−1 = 1, ea este uniform convergentă pe K = [0, 1] şi suma ei este
continuă pe [0,1]. Înlocuind z−1 cu z, intervalul [0,1] se transformă ı̂n [1,∞]
şi z−1 → 1−, Imz = 0 implică z → 1+. La limită se obţine lim

z→1+

Imz=0

(z−1)F ∗(z) =

lim
z→1+

Imz=0

(zf(0) + Z[∆f(t)]) = lim
z→1+

Imz=0

(
zf(0) +

∞∑
t=0

(f(t+ 1)− f(t))z−t

)
= f(0)+

∞∑
t=0

(f(t+ 1)− f(t)) = lim
t→∞

f(t).

Aplicaţia 4.1.16. Pentru transformata F ∗(z) =
z

z − 1
,

lim
z→1
|z|>1

((z − 1)F ∗(z)) = lim
z→1
|z|>1

z = 1;

ı̂ntr-adevăr, F ∗(z) este transformata funcţiei unitate u(t) (vezi aplicaţia 4.1.2),
pentru care lim

t→∞
u(t) = 1.

Aplicaţia 4.1.17. Fie funcţia sumă g(t) = Sf(t) din aplicaţia 4.1.12. Evident,
g(t) = −1 pentru t > 4, deci lim

t→∞
g(t) = −1. Pe de altă parte,

lim
z→1
|z|>1

(z − 1)G∗(z) = lim
z→1
|z|>1

(z − 1)
2z4 + 3z3 − 5z2 − 1

z4(z − 1)
= −1.

Deoarece seria F ∗(z) =

∞∑
t=0

f(t)z−t este uniform convergentă pentru |z| >

R′ > R, teoremele de derivare şi de integrare a seriilor uniform convergente
pot fi aplicate şi se obţin următoarele două teoreme.

Teorema 4.1.13 (derivarea imaginii ı̂n raport cu un parametru). Fie

funcţia f : Z×[a, b] → C derivabilă pe [a, b] ⊂ R cu derivata d
dx
f(t, x) continuă

pe [a, b] ∀t ∈ Z+. Dacă seria

∞∑
t=0

f(t, x)z−teste convergentă cel puţin ı̂ntr-un

punct x ∈ [a, b], iar seria derivatelor

∞∑
t=0

d

dx
f(t, x)z−teste uniform convergentă
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pe [a, b], atunci seria
∞∑
t=0

f(t, x)z−teste uniform convergentă pe [a, b], suma ei

F ∗(z, x) este derivabilă ı̂n raport cu x pe [a, b] şi

∂

∂x
F ∗(z, x) = Z

[
d

dx
f(t, x)

]
=

∞∑
t=0

d

dx
f(t, x)z−t. (4.19)

Aplicaţia 4.1.18. Să se determine Z[(t+ 1)]xt, x ∈ [0, b], b <∞.
Funcţia f(t, x) = xt+1, t ∈ Z+, x ∈ [0, b] ı̂ndeplineşte condiţiile teoremei

4.1.13 deoarece |xt+1| 6 b · bt ∀t ∈ Z+. În plus Z[xt+1] = xZ[xt] =
xz

z − x

conform aplicaţiei 4.1.3. Rezultă Z[(t+1)xt] = Z

[
d

dx
xt+1

]
=

∂

∂x

(
xz

z − x

)
=

z2

(z − x)2
.

Teorema 4.1.14 (integrarea imaginii ı̂n raport cu un parametru).

Dacă funcţia f : Z × [a, b] → C este integrabilă (Riemann sau Lebesgue)

pe [a, b] ⊂ R, ∀t ∈ Z+iar seria

∞∑
t=0

f(t, x)z−t este uniform convergentă pe

[a, b], atunci F ∗(z, x) este integrabilă pe [a, b], seria

∞∑
t=0

(∫ x

a
f(t, ξ)dξ

)
z−t

este uniform convergentă pe [a, b] şi∫ x

a
F ∗(z, ξ) = Z

[∫ x

a
f(t, ξ)dξ

]
=

∞∑
t=0

(∫ x

a
f(t, ξ)dξ

)
z−t, ∀x ∈ (a, b].

(4.20)

Aplicaţia 4.1.19. Să se determine Z

[
xt+1

t+ 1

]
, x ∈ [0, b], b <∞.

Se consideră funcţia f(t, x) = xt. Seria
∞∑
t=0

f(t, x)z−t =
∞∑
t=0

xtz−t este uniform

convergentă ı̂n raport cu x pe [a, b] pentru |z| > b, conform criteriului lui

Weierstrass, deoarece |xtz=t| 6
(
b

|z|

)t

şi Z[xt] =
z

z − x
pentru |z| > |x|

(vezi Aplicaţia 4.1.3). Rezultă Z

[
xt+1

t+ 1

]
= Z

[∫ x
0 ξ

tdξ
]
=
∫ x
0 Z

[
ξt
]
dξ =∫ x

0

z

z − ξ
dξ = −z ln(z − ξ) |x0= z ln

z

z − x
.

Teorema 4.1.15 (suma valorilor funcţiei original). Dacă seria

∞∑
t=0

f(t)

este convergentă, atunci
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lim
z→1+

Imz=0

F ∗(z) =
∞∑
t=0

f(t). (4.21)

Demonstraţie. Din ipoteză z = 1 este punct de convergenţă pentru seria

Z[f(t)] =
∞∑
t=0

f(t)z−t. Se aplică teorema a doua a lui Abel (vezi teorema

4.1.12). Rezultă că F ∗(z) este continuă pe [1,∞] şi la limită se obţine (4.21).

Aplicaţia 4.1.20. Să se calculeze suma seriei
∞∑
t=1

(−1)t−1

t
(serie convergentă

dar care nu este absolut convergentă). Conform aplicaţiei 4.1.14, Z
[
(−1)t−1

t

]
=

∞∑
t=1

(−1)t−1

t
z−t = ln

(
1 +

1

z

)
. Din (4.21) rezultă

∞∑
t=1

(−1)t−1

t
= lim

z→1+

Imz=0

ln

(
1 +

1

z

)
= ln 2.

Aplicaţia 4.1.21. Să se calculeze suma seriei

∞∑
t=0

xt+1

t+ 1
.

Utilizăm teorema 4.1.15 şi aplicaţia 4.1.19 şi obţinem:

∞∑
t=0

xt+1

t+ 1
= lim

z→1+

Imz=0

∞∑
t=0

xt+1

t+ 1
z−t = lim

z→1+

Imz=0

z ln
z

z − x
= ln

1

1− x
.

4.2 Transformarea Z inversă

Teoremele din paragraful precedent au permis calculul unor transformate
pentru diferite funcţii original. Considerăm acum problema inversă, deter-
minarea funcţiei original f(t) pentru o funcţie analitică dată F ∗(z), care are
partea principală a seriei ei Laurent ı̂ntr-o vecinătate a punctului de la infinit
constantă.

Se utilizează notaţia f(t) = Z−1[F ∗(z)] iar operatorul Z−1 se numeşte
transformarea Z inversă.

Metoda I este dată de
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Teorema 4.2.1. Dacă F ∗(z) este o funcţie analitică pe domeniul |z| > R şi
lim
z→∞

F ∗(z)=const., atunci funcţia ei original există, este unică şi este dată de

formula

f(t) =


0 pentru t < 0

1

2πi

∫
|z|=r
r>R

F ∗(z)zt−1dz pentru t = 0, 1, . . . . (4.22)

Demonstraţie. Formula coeficienţilor seriei Laurent F (z) =

∞∑
n=−∞

cn(z −

a)n a unei funcţii F ı̂n jurul unui punct singular a este cn =
1

2πi

∫
Γ

F (z)

(z − a)n+1
dz,

unde Γ este o curbă netedă ı̂nchisă cu proprietatea: a este unicul punct singu-

lar al funcţiei F din domeniul mărginit de Γ. Deoarece F ∗(z) =
∞∑
t=0

f(t)z−t,

rezultă că f(t) este coeficientul seriei Laurent pentru n = −t, a = 0, f(t) = c−t,
deci ı̂nlocuind F (z) cu F ∗(z) şi Γ cu cercul de rază r centrat ı̂n 0 se obţine
funcţia f(t) dată de formula (4.22).

Fie a1, . . . , aj , . . . , an punctele singulare ale funcţiei F ∗(z); deoarece F ∗(z)
este analitică pe domeniul |z| > R (Fig. 4.6), ele aparţin discului |z| 6 R.

Fig. 4.6
Conform teoremei reziduurilor,∫

|z|=r
F ∗(z)zt−1dz = 2πi

n∑
j=1

Rez
(
F ∗(z)zt−1, aj

)
.

Din (4.22) obţinem formula

f(t) =

n∑
j=1

Rez
(
F ∗(z)zt−1, aj

)
, t = 0, 1, . . . . (4.23)
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Observaţia 4.2.1. Dacă z = 0 nu este un zero al funct̆iei F ∗(z) (̂ın foarte
puţine cazuri), atunci pentru t = 0 formula (4.23) se modifică astfel:

f(0) =
n∑

j=1

Rez
(
F ∗(z)z−1, aj

)
+Rez

(
F ∗(z)z−1, 0

)
.

Este preferabil să se calculeze f(0) cu teorema valorii iniţiale, formula (4.16).

f(0) = lim
z→∞

F ∗(z).

Aplicaţia 4.2.1. Funcţia F ∗(z) =
z

z2 − 1
este analitică pe domeniul |z| > 1.

Originalul ei este, conform formulelor (4.22) şi (4.23),

f(t) =
1

2πi

∫
|z|=r
r>1

z

z2 − 1
zt−1dz = Rez

(
zt

z2 − 1
, 1

)
+Rez

(
zt

z2 − 1
,−1

)
=

zt

2z

∣∣∣∣
z=1

+
zt

2z

∣∣∣∣
z=−1

=
1

2

(
1 + (−1)t−1

)
.

Metoda a II-a. Se bazează pe

Teorema 4.2.2. Dacă F ∗(z) este analitică pe domeniul |z| > R, funcţia ei
original este dată de formula

f(t) =


0 pentru t < 0

1

t!

(
F ∗
(
1

z

))(t)
∣∣∣∣∣
z=0

pentru t = 0, 1, . . . .
(4.24)

Demonstraţie. Dacă ı̂nlocuim z cu
1

z
ı̂n seria Laurent F ∗(z) =

∞∑
t=0

f(t)z−t,

se obţine seria Taylor F ∗
(
1

z

)
=

∞∑
t=0

f(t)zt, deci f(t), t = 0, 1, . . ., sunt

coeficienţii seriei Taylor ai funcţiei F ∗
(
1

z

)
(care este analitică pe discul

|z| < 1

R
). Dacă funcţia g(z) este analitică pe un disc centrat ı̂n a, ea are

seria Taylor

g(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n, unde cn =
g(n)(a)

n!
.

Înlocuind a = 0, g(z) = F ∗
(
1

z

)
, n = t şi f(t) = ct, obţinem formula (4.24).
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Aplicaţia 4.2.2. Fie F ∗(z) = Ln

(
z

z − 1

)
. Atunci F ∗

(
1

z

)
= Ln

(
1

1− z

)
=

−Ln(1 − z), F ∗
(
1

z

)∣∣∣∣
z=0

= 0,

(
F ∗
(
1

z

))′
=

1

1− z
, . . .,

(
F ∗
(
1

z

))(t)

=

(t− 1)!

(1− z)t
, deci originalul f este dat de f(t) = 0 pentru t 6 0 şi f(t) =

1

t!

(t− 1)!

(1− z)t

∣∣∣∣
z=0

=
1

t
pentru t = 1, 2, . . ..

Metoda a III-a. Originalul f(t) se poate determina cu formulele (4.16)
şi (4.17) (vezi observaţia 4.1.2).

Metoda a IV-a Calculul prin recurenţă al originalului.

Teorema 4.2.3. Dacă F ∗(z) este o funcţie raţională

F ∗(z) =
P (z)

Q(z)
=
anz

n + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0

zn + bn−1zn−1 + · · ·+ b1z + b0

atunci originalul f(t) este

f(t) =



0 pentru t < 0
an pentru t = 0

an−t −
t−1∑
j=0

bn−t+jf(j) pentru t = 1, n

−
t−1∑

j=t−n

bn+j−tf(j) pentru t > n+ 1.

(4.25)

Demonstraţie. Notăm f(t) = ct şi obţinem seria Laurent F ∗(z) =

∞∑
t=0

ctz
−t.

Atunci, P (z) = Q(z)

∞∑
t=0

ctz
−t, adică

anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0 = (zn + bn−1z
n−1 + · · ·+ b1z + b0)

·
(
c0 + c1

1

z
+ c2

1

z2
+ · · ·+ ct

1

zt
+ · · ·

)
.

Se obţin două serii Laurent egale, deci coeficienţii aceloraşi puteri ale lui z
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sunt egali. Rezultă

zn : an = c0,
zn−1 : an−1 = c1 + bn−1c0,
· · ·
zn−t : an−t = ct + bn−1ct−1 + · · ·+ bn−tc0 dacă 1 < t < n,
· · ·
z0 : ao = cn + bn−1cn−1 + · · ·+ b0c0,
· · ·
z−t : 0 = ct+n + bn−1ct+n−1 + · · ·+ b0ct, dacă t > 0,

deci şirul ct se poate calcula prin recurenţă cu formulele:

c0 = an,

ct = an−t −
t−1∑
j=0

bn−t+jcj , 1 6 t 6 n,

ct+n =

t+n−1∑
j=t

bj−tcj , t > 0.

În ultima egalitate facem o schimbare de indice de ı̂nsumare ı̂nlocuind t + n
cu t şi obţinem

ct = −
t−1∑

j=t−n

bn+j−tcj , t > n

şi (4.25) rezultă ı̂nlocuind ct cu f(t).

Metoda a V-a. Dacă funcţia F ∗(z) este raţională proprie, atunci ea se
descompune ı̂n fracţii simple care se dezvoltă ı̂n serie Laurent ı̂n jurul punc-
tului de la infinit (deci pentru |z| > R, R convenabil ales), utilizând seria
geometrică. Pentru alte funcţii F ∗(z) pot fi utilizate seria exponenţială, seria
binomială etc.

Aplicaţia 4.2.3. Funcţia F ∗(z) =
z2 + 1

z2(z2 − 3z + 2)
analitică pe domeniul |z| >

2 are descompunerea ı̂n fracţii simple F ∗(z) =
3

4

1

z
+

1

2

1

z2
− 2

1

z − 1
+

5

4

1

z − 2
.

Pentru |z| > 2 ⇒ 1

z − 2
=

1

z

1

1− 2

z

=
1

z

∞∑
t=0

(
2

z

)t

=

∞∑
t=0

2t

zt+1
=

∞∑
t=1

2t−1z−t.

Analog,
1

z − 1
=

∞∑
t=0

z−t. Se obţine dezvoltarea ı̂n serie Laurent

F ∗(z) =
1

z2
+

∞∑
t=3

(5 · 2t−3 − 2)z−t
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deci funcţia original este f(t) = 0, t 6 1; f(2) = 1; f(t) = 5 · 2t−3 − 2, t > 3.

Aplicaţia 4.2.4. Să se determine originalul funcţiei

F ∗(z) = exp

(
2

z

)
+

√
z

z + 1
,

Se utilizează seria exponenţială exp z =
∞∑
n=0

zn

n!
şi seria binomială

(1 + z)α =

∞∑
n=0

(
α
t

)
zt, |z| < 1

unde

(
α
t

)
=

α(α− 1) · · · (α− t+ 1)

t!
, t = 0, 1 . . . , α ∈ R. Rezultă,

ı̂nlocuind z cu
1

z
, |z| > 1 şi α = −1

2 : F
∗(z) =

∞∑
t=0

2tz−t

t!
+

∞∑
t=0

(
−1

2
t

)
z−t,

deci prin identificare se obţine originalul f(t) =
2t

t!
+ (−1)t

(2t)!

22t(t!)2
deoarece(

−1
2
t

)
=
−1

2(−
1
2−1) · · · (−1

2−t+ 1)

t!
=(−1)t

1 · 3 · 5 · · · (2t−1)

2tt!
= (−1)t

(2t)!

22t(t!)2
.

Metoda a VI-a. Dacă funcţia analitică F ∗ admite factorizarea F ∗ =
G∗H∗ cu G∗ şi H∗ funcţii analitice, atunci conform teoremei produsului de
convoluţie 4.1.9 originalul ei este f = g ∗ h. Se determină g(t) = Z−1[G∗(z)]
şi h(t) = Z−1[H∗(z)] şi apoi se calculează f = g ∗ h.

Aplicaţia 4.2.5.. Să se determine originalul funcţiei F ∗(z) =
z2

(z − a)(z − b)
.

Se aplică aplicaţia 4.1.3, Z[at] =
z

z − a
, deci F ∗(z) =

z

z − a
· z

z − b
= Z[at ∗ bt].

Rezultă f(t) = at ∗ bt =
t∑

k=0

akbt−k deci pentru a ̸= b originalul este f(t) =

at+1 − bt+1

a− b
şi pentru a = b, f(t) = at ∗ at =

t∑
k=0

akat−k =
t∑

k=0

at = (t + 1)at.

Verificare: Z[tat] + Z[at] =
az

(z − a)2
+

z

z − a
=

z2

(z − a)2
.

4.3 Aplicaţii ale transformării Z

A. Ecuaţii cu diferenţe. Analogul discret al ecuaţiilor diferenţiale este
reprezentat de ecuaţiile cu diferenţe. Considerăm ecuaţia liniară cu coeficienţi
constanţi
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an∆
ny(t)+ an−1∆

n−1y(t)+ · · ·+ a2∆
2y(t)+ a1∆y(t)+ a0y(t) = f(t), (4.26)

unde ai ∈ R, an ̸= 0, iar membrul drept f(t) şi funcţia necunoscută y(t) sunt
funcţii original. Se dau şi condiţii iniţiale:

y(0) = y0, ∆y(0) = y1, . . . , ∆n−1y(0) = yn−1. (4.27)

Conform teoremei diferenţei (teorema 4.1.5),

Z[∆y(t)] = (z − 1)Y ∗(z)− zy(0) = (z − 1)Y ∗(z)− zy0,

Z[∆2y(t)] = (z − 1)2Y ∗(z)− z[(z − 1)y0 +∆y(0)]

= (z − 1)2Y ∗(z)− z[(z − 1)y0 + y1],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z[∆ny(t)] = (z − 1)nY ∗(z)− z

n−1∑
i=0

(z − 1)n−i−1∆iy(0)

= (z − 1)nY ∗(z)− z

n−1∑
i=0

(z − 1)n−i−1yi.

(4.28)

Aplicăm ecuaţiei (4.26) transformarea Z şi ı̂nlocuim imaginile cu cele date
de (4.28). Ecuaţia cu diferenţe (4.26) devine ecuaţia algebrică

an

[
(z − 1)nY ∗(z)− z

n−1∑
i=0

(z − 1)n−i−1yi

]
+ an−1

[
(z − 1)n−1Y ∗(z)

−z
n−2∑
i=0

(z − 1)n−i−2yi

]
+ · · ·+ a2

[
(z − 1)2Y ∗(z)− z ((z − 1)y0 + y1)

]
+a1[(z − 1)Y ∗(z)− zy0] + a0Y

∗(z) = F ∗(z).

Această ecuaţie se scrie sub forma

C(z)Y ∗(z)−G(z) = F ∗(Z), (4.29)

unde am notat cu C(z) polinomul

C(z) = an(z − 1)n + an−1(z − 1)n−1 + · · ·+ a2(z − 1)2 + a1(z − 1) + a0

(care poate fi considerat polinomul caracteristic al ecuaţiei (4.26)) şi cu G(z)
polinomul G(z) =

= z

[
an

n−1∑
i=0

(z−1)n−i−1yi+an−1

n−2∑
i=0

(z−1)n−i−2yi+· · ·+a2((z−1)y0+y1)+a1y0

]
.
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Soluţia ecuaţiei (4.29) este

Y ∗(z) =
F ∗(z) +G(z)

C(z)
,

iar originalul acestei soluţii y(t) = Z−1[Y ∗(z)] este soluţia problemei Cauchy
(4.26), (4.27).

A doua metodă de rezolvare a problemei Cauchy reprezentate de ecuaţia
cu diferenţe (4.26) cu condiţiile iniţiale (4.27) se bazează pe teorema a doua a
ı̂ntârzierii (teorema 4.1.4). Conform definiţiei diferenţelor de ordinul 1, 2, . . . , n,
avem

∆y(t) = y(t+ 1)− y(t),

∆2y(t) = y(t+ 2)− 2y(t+ 1) + y(t),

∆3y(t) = y(t+ 3)− 3y(t+ 2) + 3y(t+ 1)− y(t),

· · ·

∆ny(t) =

y(t+ n)− C1
ny(t+ n− 1) + C2

ny(t+ n− 2) + · · ·+ (−1)kCk
ny(t+ k)

+ · · ·+ (−1)n−1Cn−1
n y(t+ 1) + (−1)nCn

ny(t).

(4.30)
Înlocuind aceste diferenţe ı̂n ecuaţia (4.26), obţinem ecuaţia

bny(t+n)+bn−1y(t+n−1)+· · ·+b2y(t+2)+b1y(t+1)+b0y(t) = f(t), (4.31)

unde
bn = an,
bn−1 = an−1 − C1

nan,
· · ·
b2 = a2 − C1

3a3 + · · ·+ (−1)n−2Cn−2
n an,

b1 = a1 − C1
2a2 + · · ·+ (−1)n−1Cn−1

n an,
b0 = a0 − C1

1a1 + · · ·+ (−1)nCn
nan.

Conform teoremei 4.1,4,

Z[y(t+ 1)] = z[Y ∗(z)− y(0)],

Z[y(t+ 2)] = z2[Y ∗(z)− y(0)− y(1)z−1],

· · ·

Z[y(t+ n)] = zn[Y ∗(z)− y(0)− y(1)z−1 − · · · − y(n− 1)z−n+1].
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Aplicând transformarea Z ecuaţiei (4.31) ţinând seama de condiţiile iniţiale
(4.27) transformăm ecuaţia (4.31) ı̂n ecuaţia algebrică

bnz
n
[
Y ∗(z)− y(0)− y(1)z−1 − · · · − y(n− 1)z−n+1

]
+bn−1z

n−1
[
Y ∗(z)− y(0)− y(1)z−1 − · · · − y(n− 2)z−n+2

]
+ · · ·+ b2z

2[Y ∗(z)− y(0)− y(1)z−1] + b1z[Y
∗(z)− y(0)] + b0Y

∗(z)
= F ∗(z).

(4.32)
Notăm cu C∗(z) polinomul caracteristic al ecuaţiei (4.26),

C∗(z) = bnz
n + bn−1z

n−1 + · · ·+ b2z
2 + b1z + b0

şi cu H(z) polinomul H(z) =

y0(bnz
n + bn−1z

n−1 + · · ·+ b2z
2 + b1z) + y1(bnz

n−1 + bn−1z
n−2 + · · ·+ b2z)+

+ · · ·+ yn−2(bnz
2 + b1z) + yn−1bnz.

Ecuaţia (4.32) devine

C∗(z)Y ∗(z)−H(z) = F ∗(z)

cu soluţia

Y ∗(z) =
F ∗(z) +H(z)

C∗(z)

şi soluţia problemei Cauchy (4.31), (4.27) este

y(t) = Z−1

[
F ∗(z) +H(z)

C∗(z)

]
.

Aplicaţia 4.3.1. Să se rezolve problema Cauchy

∆2y(t)− 5∆y(t) + 6y(t) = 0, y(0) = 1, y(1) = 3.

Conform formulelor (4.30), ecuaţia se scrie

y(t+ 2)− 2y(t+ 1) + y(t)− 5y(t+ 1) + 5y(t) + 6y(t) = 0,

deci
y(t+ 2)− 7y(t+ 1) + 12y(t) = 0.

Aplicăm transformarea Z (şi teorema 4.1.4) şi obţinem ecuaţia algebrică

z2
(
Y ∗(z)− y(0)− y(1)z−1

)
− 7z (Y ∗(z)− y(0)) + 12Y ∗(z) = 0,

adică
z2
(
Y ∗(z)− 1− 3z−1

)
− 7z (Y ∗(z)− 1)) + 12Y ∗(z) = 0,
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care se scrie

Y ∗(z)(z2 − 7z + 12) = z2 − 4z sau Y ∗(z)(z − 3)(z − 4) = z(z − 4),

care are soluţia Y ∗(z) =
z

z − 3
.

Aplicând seria geometrică, obţinem pentru |z| > 3, adică

∣∣∣∣3z
∣∣∣∣ < 1:

Y ∗(z) =
1

1− 3

z

=
∞∑
t=0

3tz−t,

deci soluţia problemei Cauchy date este

y(t) =

{
0 pentru t < 0
3t pentru t = 0, 1, . . . .

B. Sisteme de comandă discrete. Un sistem de comandă Σ are un
număr finit de terminale de intrare, un număr finit de terminale de ieşire şi
un număr finit de componente primitive. El poate fi reprezentat printr-o cutie
neagră (Fig. 4.7).

Fig. 4.7

Mulţimea timp este T = Z, deci t ∈ Z. Mărimile uj(t), j = 1, n şi
yi(t), i = 1, p, numite variabile de intrare respectiv variabile de ieşire, aparţin
unui corp comutativ K. De obicei, K este unul dintre corpurile R,C sau
GF(p), unde corpul Galois de caracteristică p, cu p ∈ N număr prim, este
corpul GF(p)={0,1,. . . ,p-1} cu adunarea şi ı̂nmulţirea modulo p. Sistemul Σ
se numeşte liniar dacă are componentele primitive liniare; aceste componente
sunt:

1◦ sumatori. Un sumator are m intrări şi o ieşire (Fig. 4.8).

Fig. 4.8
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Fig. 4.9

Fig. 4.10

iar variabilele respective verifică relaţia y(t) = u1(t) + u2(t) + · · ·+ um(t).

2◦ amplificatori sau scalari. Un amplificator, reprezentat ı̂n figura
4.9, are o intrare şi o ieşire şi funcţionează conform relaţiei y(t) = a(t)u(t).
Mărimea a(t) ∈ K se numeşte factor de amplificare. Sistemul Σ se numeşte
staţionar dacă toţi factorii de amplificare sunt constanţi: a(t) = a ∈ K, ∀t ∈ Z.

3◦ elemente de ı̂ntârziere, reprezentate ı̂n figura 4.10, tot cu o intrare
şi o ieşire. Aplicaţia intrare-ieşire este y(t+ 1) = u(t). Dacă sistemul Σ are n
elemente de ı̂ntârziere, lui i se asociază n variabile de stare xi(t), unde xi(t)
este valoarea variabilei de ieşire a elementului de ı̂ntârziere i la momentul t.
Notăm cu aij(t), bij(t), cij(t), dij(t) factorii de amplificare pe următoarele
conexiuni: aij(t)-pe conexiunea dintre elementele de ı̂ntârziere j respectiv i,
i, j = 1, n; bij(t)-̂ıntre intrarea j şi elementul de ı̂ntârziere i, j = 1,m, i = 1, n;
cij(t)-̂ıntre elementul de ı̂ntârziere j şi ieşirea i, j = 1, n, i = 1, p; dij(t)-̂ıntre
intrarea j şi ieşirea i, j = 1,m, i = 1, p. Schema unui sistem liniar Σ este
reprezentat ı̂n figura 4.11.

Fig. 4.11

La momentul t, semnalul de la ieşirea sumatorului ce precede elementul
de ı̂ntârziere i este xi(t + 1) (semnalul ce se va afla la ieşirea elementului de
ı̂ntârziere i la momentul t + 1); el este egal cu suma semnalelor care intră ı̂n
sumator de la intrările j şi de la elementele de ı̂ntârziere j; se obţin ecuaţiile
de stare ale sistemului Σ:

xi(t+ 1) =

n∑
j=1

aij(t)xj(t) +

m∑
j=1

bij(t)uj(t), i = 1, n. (4.33)

În mod analog, analizând semnalele de intrare şi de ieşire de la sumatorul
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ieşirii i, obţinem ecuaţiile de ieşire ale sistemului Σ:

yi(t) =

n∑
j=1

cij(t)xj(t) +

m∑
j=1

dij(t)uj(t), i = 1, p. (4.34)

Vom numi vectorii x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
T , u(t) = (u1(t), . . . , um(t))T ,

y(t) = (y1(t), . . . , yp(t))
T starea, intrarea (sau comanda) respectiv ieşirea sis-

temului Σ la momentul t. Notăm cu A(t), B(t), C(t), D(t) matricele n × n,
n × m, p × n, p × m, având elementele aij(t), bij(t), cij(t) respectiv dij(t).
Ecuaţiile (4.33) şi (3.34) se pot scrie sub forma

Σ

{
x(t+ 1) = A(t)x(t) +B(t)u(t),
y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t).

(4.35)
(4.36)

Ecuaţiile (4.35) şi (4.36) formează reprezentarea de stare a sistemului dis-
cret Σ. Astfel de sisteme discrete apar şi prin discretizarea sistemelor con-
tinue, care au ecuaţia de stare ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t). Ele au numeroase
aplicaţii ı̂n tehnică (analiza şi procesarea semnalelor, teoria codurilor etc.), ı̂n
economie, ecologie dar şi ı̂n discipline umaniste. Considerăm acum sistemele
staţionare, adică cele cu toţi factorii de amplificare constanţi, notate ı̂n lit-
eratură LTI (Linear Time Invariant). În acest caz, matricele A, B, C şi D
sunt matrice constante (cu elemente din corpul comutativ K), iar momentul
iniţial se consideră t = 0. Transformata Z a unui vector se defineşte ı̂n mod
natural ca vectorul transformatelor Z ale componentelor, dacă acestea sunt
funcţii original:

Z[x(t)] = (Z[x1(t)], . . . ,Z[xn(t)])
T .

Notând

X∗(z) = Z[x(t)], U∗(z) = Z[u(t)], Y ∗(z) = Z[y(t)]

şi ţinând seama de teorema 4.1.1 (de liniaritate) şi teorema 4.1.4 (a doua teo-
remă a ı̂ntârzierii), prin aplicarea transformării Z la ecuaţiile (4.35) şi (4.36),
obţinem

{
z(X∗(z)− x(0)) = AX∗(z) +BU∗(z),
Y ∗(z) = CX∗(z) +DU∗(z).

(4.37)
(4.38)

Ecuaţia (4.37) se poate scrie (zI−A)X∗(z) = BU∗(z)+zx(0) şi ı̂nmulţind
la stânga cu (zI−A)−1 pentru z ∈ C \ σ(A), obţinem

X∗(z) = (zI−A)−1BU∗(z) + z(zI−A)−1x(0).
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Înlocuind ı̂n (4.38) pe X∗(z) se obţine aplicaţia intrare-ieşire a sistemului
Σ:

Y ∗(z) =
[
C(zI−A)−1B +D

]
U∗(z) + zC(zI−A)−1x(0).

Pentru starea iniţială x(0) = 0, această relaţie are forma

Y ∗(z) = T (z)U∗(z), unde T (z) = C(zI−A)−1B +D.

Matricea T (z) se numeşte matricea de transfer a sistemului (Σ) şi are un rol
foarte important ı̂n studiul sistemelor liniare staţionare (LTI).

4.4 Probleme

Să se determine imaginile funcţiilor original:

1◦ u(t) =

{
0 dacă t < 0,
1 dacă t = 0, 1, . . . .

⌈ Z(u(t))(z) =

∞∑
t=0

u(t)z−t =

∞∑
t=0

1

zt
=

1

1− 1

z

=
z

z − 1
, |z| > 1.⌋

2◦ f(t) = at, t ∈ Z+.

⌈ Z(f(t))(z) =

∞∑
t=0

atz−t =

∞∑
t=0

(a
z

)t
=

1

1− a

z

=
z

z − a
, |z| > |a|.⌋

3◦ f(t) = eλt, t ∈ Z+.

⌈ R: din 2◦, pentru a = eλ ⇒ Z[eλt] =
z

z − eλ
, |z| > eReλ.⌋

4◦ f(t) =

(
α
t

)
=

 0 dacă t < 0
α(α− 1) · · · (α− t+ 1)

t!
dacă t = 0, 1 . . . , α ∈ R.

⌈ R: Z

[(
α
t

)]
=

∞∑
t=0

α(α− 1) · · · (α− t+ 1)

t!
z−t =

(
1 +

1

z

)α

(seria

binomială).⌋

5◦ f(t) = sinωt, t ∈ Z+.

⌈ R : Z[sinωt] = Z

[
eiωt − e−iωt

2i

]
=

1

2i

[
z

z − eiω
− z

z − e−iω

]
=

z sinω

z2 − 2z cosω + 1
.⌋

6◦ f(t) = cosωt, t ∈ Z+.
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⌈ R: Z[cosωt] = Z

[
eiωt + e−iωt

2

]
=

z(z − cosω)

z2 − 2z cosω + 1
.⌋

7◦ f(t) = Tt = cos(t arccosx), t ∈ Z+ (polinoamele Cebâşev);

R : Z[Tt] =
z(z − x)

z2 − 2xz + 1
.

⌈Se utilizează problema 6◦, cu ω = arccosx, deci cosω = cos(arccosx) =
x.⌋

8◦ f(t) = anTt(x), t ∈ Z+ R : Z[f(t)] = z(z−ax)
z2−2axz+a2

.

9◦ f(t) = shωt, t ∈ Z+; R : Z[shωt] =
zshω

z2 − 2zchω + 1
.

10◦ f(t) = chωt, t ∈ Z+; R : Z[chωt] =
z(z − chω)

z2 − 2zchω + 1
.

11◦ f(t) = cos2 t, t ∈ Z+.

⌈ Z[cos2 t] = Z

[
1 + cos 2t

2

]
=

1

2
(Z[u(t)] + Z[cos 2t]), apoi se folosesc rezul-

tatele de la 1◦ şi 6◦.⌋

12◦ f(t) = sin3 t, t ∈ Z+.

⌈Se ţine seama de formula sin3 t =
1

4
(3 sin t− sin 3t).⌋

13◦ f(t) = 1− e−λt, t ∈ Z+, R :
z

z − 1
− z

z − e−λ
;

14◦ f(t) = et − 2e
t
2 , t ∈ Z+, R :

z

z − e
− 2z

z −
√
e
;

15◦ f(t) = t, t ∈ Z+, R : Z[f(t)] =
z

(z − 1)2
.

⌈Se aplică teorema de derivare a imaginii: Z[−t f(t)] = z [F ∗(z)]′, unde

F ∗[z] = Z[f(t)]. Rezultă Z[t] = −Z[−tu(t)] = −z
(

z

z − 1

)′
=

z

(z − 1)2
.⌋

16◦ f(t) = t2, t ∈ Z+, R : Z[f(t)] =
z(z + 1)

(z − 1)3
.

⌈ Ca ı̂n problema precedentă, rezultă Z[t2] = −Z[−t·t] = −z
(

z

(z − 1)2

)′
.⌋

17◦ f(t) = t3, t ∈ Z+, R : Z[f(t)] =
z(z2 + 4z + 1)

(z − 1)4
.

⌈ Rezultă Z[t3] = −Z[−t · t2] = −z
(
z(z + 1)

(z − 1)3

)′
.⌋
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18◦ f(t) =

(
t
2

)
= t(t−1)

2! , t ∈ Z∗
+ R : Z[f(t)] = z

(z−1)3
.

19◦ f(t) =

(
t+ k
m

)
, t ∈ Z∗

+, k 6 t R : Z[f(t)] =
zk+1

(z + 1)m+1
.

20◦ f(t) =

(
t
m

)
at, t ∈ Z∗

+ R : Z[f(t)] = amz
(z−a)m+1 .

21◦ f(t) = tat− 1u(t− 1), t ∈ Z+, R : Z[f(t)] =
z

(z − a)2
.

⌈Din prima teoremă a ı̂ntârzierii 4.1.3: Z[at−1] = z−1 Z[at], rezultă Z[at−1] =
1

z
· z

z − a
⇒ Z[t at−1] = −z

(
1

z − a

)′
=

z

(z − a)2
.⌋

22◦ f(t) = te−αt, t ∈ Z+, R : Z[f(t)] =
ze−α

(z − e−α)2
;

23◦ f(t) = t2eαt, t ∈ Z+, R : Z[f(t)] =
z(z + e−α)e−α

(z − e−α)3
;

24◦ f(t) = t sinωt, t ∈ Z+, R :
z(z2 − 1) sinω

(z2 − 2z cosω + 1)2
;

25◦ f(t) = t cosωt, t ∈ Z+, R :
z[(z2 + 1) cosω − 2z]

(z2 − 2z cosω + 1)2
;

26◦ f(t) = (−1)tt, t ∈ Z+, R : Z[f(t)] =
−z

(z + 1)2
.

⌈Avem succesiv: Z[(−1)t] =

∞∑
t=0

(−1)tz−t =
z

z + 1
, Z[(−1)tt] =

= −z
(

z

z + 1

)′
= − z

(z + 1)2
.⌋

27◦ f(t) = (t+ 2)chωt, t ∈ Z+.

⌈Z[f(t)] = Z[t chωt]+2Z[chωt] = −z
(

z(z − chω)

z2 − 2zchω + 1

)′
+2

z(z − chω)

z2 − 2zchω + 1
.⌋

28◦ f(t) = 13 + 23 + · · ·+ t3, t ∈ Z+.

⌈Se foloseşte teorema 4.1.7 şi aplicaţia 4.1.11; vezi aplicaţia 4.1.13.

29◦ f(t) = 1
a−b(a

t+1 − bt+1), t ∈ Z+ R : Z[f(t)] = z2

(z−a)(z−b) .

30◦ Să se determine transformata Z[f(t)], dacă f este funcţie periodică
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de perioadă T, T ∈ N.

⌈ Z[f(t)] =

∞∑
t=0

f(t)z−t = f(0) +
f(1)

z
+ · · ·+ f(T − 1)

zT−1
+
f(0)

zT
+
f(1)

zT+1

+ · · ·+ f(T − 1)

z2T+1
+ · · ·+ f(0)

zkT
+

f(1)

zkT+1
+ · · ·+ f(T − 1)

z2kT+T−1
+ · · ·

=

(
f(0) +

f(1)

z
+ · · ·+ f(T − 1)

zT−1

)(
1 +

1

zT
+

1

z2T
+ · · ·+ 1

zkT
+ · · ·

)
=

(
f(0) +

f(1)

z
+ · · ·+ f(T − 1)

zT−1

)
zT

zT − 1

(vezi şi aplicaţia 4.1.10).⌋

31◦ f(t) =

{
1, t = 2k

−1, t = 2k + 1,
k ∈ Z+, R :

{
f este periodică cu T = 2,

Z[f(t)] =
z

z + 1
.

32◦ f(t) =


2, t = 3k
0, t = 3k + 1

−1, t = 3k + 2,
k ∈ Z+, R : T = 3, Z[f(t)] =

2z3 − z

z3 − 1
.

Să se determine originalele transformatelor Z F ∗(z), f(t) = Z−1[F ∗(z)]:

33◦ F ∗(z) =
2z

z2 − 1
.

⌈ f(t) = 1

2πi

∮
|z|=r>1

F ∗(z)zt−1dz =
1

2πi

∮
|z|=r>1

2zt

z2 − 1
dz

=
1

2πi
2πi

[
Rez

(
2zt

z2 − 1
; 1

)
+ Rez

(
2zt

z2 − 1
;−1

)]
= 1− (−1)t

=

{
0, t = 2k
2, t = 2k + 1,

k ∈ Z+.

34◦ F ∗(z) =
z2 + 2z

z3 − 1
, R : f(t) =


0, t = 3k
1, t = 3k + 1
2, t = 3k + 2.

k ∈ Z+.

⌈Se dezvoltă F ∗(z) după puterile lui
1

z
utilizând seria geometrică, sau se

foloseşte rezultatul de la funcţii periodice, problema 30◦.
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35◦ F ∗(z) =
z3 − z2 + 2z

z3 − 1
, R : f(t) =


1, t = 3k

−1, t = 3k + 1

2, t = 3k + 2,

k ∈ Z+;

36◦ F ∗(z) =
z2

z4 − 1
, R : f(t) =


0, t = 4k

0, t = 4k + 1

1, t = 4k + 2

0, t = 3k + 3,

k ∈ Z+;

37◦ F ∗(z) =
z

(z − 1)(z − e)
; 38◦ F ∗(z) =

z

(z − 1)2(z − e)
;

39◦ F ∗(z) =
z2

(z − 1)(z − e2)
; 40◦ F ∗(z) =

z

(z − 3)2
;

41◦ F ∗(z) =
z(z + 1)

(z − 1)3
;

42◦ F ⋆(z) = 1
1−

√
2z−1+z−2 ;

43◦ F ∗(z) = e
a
z , R : f(t) =

at

t!
;

44◦ F ∗(z) = Ln

(
z

z − 1

)
;

⌈ R : F ∗(z) =

∞∑
t=0

f(t)z−t ⇒ F ∗ (1
z

)
=

∞∑
t=0

f(t)zt serie Laurent ⇒ f(t) =

at =

(
F ∗
(
1

z

))(t)

z=0

t!
. Deci, F ∗

(
1

z

)
= −Ln (1 − z);

(
F ∗
(
1

z

))′
=

1

1− z
⇒(

F ∗
(
1

z

))(t)

=
(t− 1)!

(1− z)t
⇒ f(t) =

 0, t = 0
(t− 1)!

t!
=

1

t
, t ∈ N∗.

45◦ F ∗(z) = Ln

(
z + 1

z

)
, R : f(t) =

 0, t = 0
(−1)t−1

t
, t ∈ N∗;

46◦ F ∗(z) = Ln

(
z + 1

z − 1

)
, R : f(t) =

 0, t = 2k
2

2k + 1
, t = 2k + 1, t ∈ Z+.

Să se rezolve ecuaţiile cu diferenţe:

47◦ ∆2y(t)− 4y(t) = 0, y(0) = 1, y(1) = 3, R : y(t) = 3t.
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⌈ Ecuaţia se scrie y(t+2)−2y(t+1)+y(t)−4y(t) = 0 ⇒ (a doua teoremă

a ı̂ntârzierii 4.1.4 Z[f(t+n)] = zn

[
Y ∗(z)−

n−1∑
t=0

f(t)z−t

]
) ⇒ z2[Y ∗(z)−y(0)−

y(1)z−1]− 2z[Y ∗(z)− y(0)]− 3Y ∗(z) = 0 ⇒ Y ∗(z) =
z

z − 3
. ⌋

48◦ ∆2y(t) + ∆y(t)− 2y(t) = 0, y(0) = 1, y(1) = 2, R : y(t) = 2t;

49◦ ∆2y(t)− 3∆y(t)− 4y(t) = 0, y(0) = 1, y(1) = 5, R : y(t) = 5t.

50◦ ∆2y(t) + ∆y(t)− 2y(t) = 5t, y(0) = 1, y(1) = 1, R : y(t)=5t+52t+1+7(−1)t

18 .

51◦ ∆3y(t) + 3∆2y(t)− 2∆y(t) = 0, y(0) = 0, y(1) = 1, y(2) = 2.
⌈ R:Ecuaţia se scrie y(t+3)− y(t+1) = 0 ⇒ (a doua teoremă a ı̂ntârzierii

4.1.4) Z[f(t+n)] = zn

[
Y ∗(z)−

n−1∑
t=0

f(t)z−t

]
) ⇒ z3[Y ∗(z)− y(0)− y(1)z−1 −

y(2)z−2]− z[Y ∗(z)− y(0)] = 0 ⇒ Y ∗(z) =
z + 2

z2 − 1
. Atunci y(t) = 3+(−1)t

2 dacă

t > 1 şi y(0) = 0. ⌋
52◦ ∆3y(t) + ∆y(t)− 10y(t) = t, y(0) = 0, y(1) = 0, y(2) = −1.
⌈ R:Ecuaţia se scrie y(t + 3) − 3y(t + 2) + 4y(t + 1) − 12y(t) = 0 ⇒

z3[Y ∗(z) + z−2] − 3z2Y ∗(z) + 4zY ∗(z) − 12Y ∗(z) =
z

(z − 1)2
⇒ Y ∗(z) =

z2(z − 2)

(z − 3)(z2 + 4)(z − 1)2
. ⌋

53◦ Să se determine matricea de transfer a sistemului (Σ), Fig. 4.12.

Fig. 4.12

⌈R: Reprezentarea de stare a sistemului este

(Σ)

{
x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t),
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unde

x(t) =

 x1(t)
x2(t)
x3(t)

 , u(t) =

(
u1(t)
u2(t)

)
, y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
;

A =

 4 −1 −2
2 1 −2
1 −1 1

 , B =

 1 −1
−1 2
0 3

 , C =

(
1 1 1
2 0 −1

)
,

D =

(
12 −30
−6 13

)
; det(sI−A) = s3 − 6s2 + 11s− 6,

(sI−A)∗ =

 s2 − 2s− 1 −s− 3 −2s+ 4
2s− 4 s2 − 5s+ 6 −2s+ 4
s− 3 −s+ 3 s2 − 5s+ 6

 .

Se obţine matricea de transfer

T (s) = C·(sI−A)−1·B+D =

(
8s− 2 4s2 − 42s+ 32

3s2 − 4s+ 4 −5s2 + 6s

)
· 1

s3 − 6s2 + 11s− 6
. ⌋

54◦ Să se determine şirul (xn)n, dacă xn = xn−1 + 5n, n > 1, x0 = 4.
⌈ Fie x(n) = xn, n > 0 şi 0, pentru n < 0. Fie

y(n) = x(n)− x(n− 1) =

{
5n, n > 1
4, n = 0

Atunci, pe de o parte, Z[y(n)] = Z[x(n)] − Z[x(n − 1)] = Z[x(n)] −
z−1Z[x(n)] = z−1

z Z[x(n)], iar pe de altă parte,

Z[y(n)] =
∞∑
n=0

y(n)z−n = 4 +
∞∑
n=1

5nz−n = 4 +
z

z − 5
− 1 =

4z − 15

z − 5
.

Obţinem astfel Z[x(n)] = z(4z−15)
(z−1)(z−5) , de unde x(n) = xn = 11+5n+1

4 , n > 0.⌋
55◦ Să se determine şirul (xn)n, dacă xn = xn−1 +2xn−2, n > 2, x0 = 3,

x(1) = 2.
⌈ Analog exerciţiului precedent, pentru

y(n) = x(n)− x(n− 1)− 2x(n− 2) =


0, n > 2
−1, n = 1
3, n = 0

⌋
56◦ Să se determine şirul (xn)n, dacă xn − 5xn−1 + 6xn−2 = n, n > 2,

x0 = 1, x(1) = 2.

Să se determine soluţiile ecuaţiilor
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57◦ φ(t) +
t∑

k=0

φ(k)et−k = et

⌈ R: Aplicând ecuaţiei transformarea Z , obţinem Z[φ(t)] + Z[φ(t) ∗ et] =
Z[et] ⇔ Z[φ(t)] + Z[φ(t)] z

z−e = z
z−e , de unde Z[φ(t)] = z

2z−e şi φ(t) = et

2t+1 ,
t ∈ Z+. ⌋

58◦ φ(t) + 2

t∑
k=0

φ(k)(t− k) = t2

⌈ R:Analog problemei precedentă, Z[φ(t)] = z(z+1)
(z−1)(z2+1)

şi φ(t) = Rez( zt(z+1)
z−1)(z2+1)

, 1)+

Rez( zt(z+1)
z−1)(z2+1)

, i) + Rez( zt(z+1)
z−1)(z2+1)

,−i), t ∈ Z+ şi cum 1, ±i sunt poli de or-

dinul 1, obţinem φ(t) =


1, t = 4k
1 + i, t = 4k + 1
0, t = 4k + 2
1− i, t = 4k + 3

, unde k ∈ Z+.⌋

Să se rezolve ecuaţiile cu diferenţe:

59◦ ∆2y(t)− y(t) = 4

t∑
k=0

y(k)5t−k, y(0) = 1, y(1) = 3.

⌈ Ecuaţia se scrie y(t + 2) − 2y(t + 1) = 4y(t) ∗ 5t, ⇒ z2[Y ∗(z) − 1 −

3z−1]−2z[Y ∗(z)−1] = 4Y ∗(z) z
z−5 ⇒ Y ∗(z) =

(z + 1)(z − 5)

(z − 6)(z − 1)
. Obţinem y(t) =

8+76t−1

5 ,∀t > 1 ⌋

60◦ ∆y(t)− 4
t∑

k=0

y(k)9t−k = 0, y(0) = 1.

⌈ Ecuaţia se scrie y(t + 1) − y(t) = 4y(t) ∗ 9t, ⇒ z[Y ∗(z) − 1] − Y ∗(z) =

4Y ∗(z) z
z−9 ⇒ Y ∗(z) =

z(z − 9)

(z − 3)2
. Obţinem y(t) = 3t(1− 2t),∀t > 0 ⌋

61◦ Fie x = x(t), t ∈ Z+ şi y = y(t), t ∈ Z+ astfel ı̂ncât y(t) = x(0) +

x(1) + ...+ x(t). Determinaţi funcţia de transfer Y ∗(z)
X∗(z) .

⌈ Fie δk(t) =

{
1, t = k
0, t ̸= k

. Atunci (x ∗ δk)(t) = x(t − k), de unde

rezultă că y = x ∗ δn + x ∗ δn−1 + ... + x ∗ δ1 + x. Cum Z[δk] =
1
zk

(con-
form teoremei 4.1.3) şi folosind rezultatul teoremei 4.1.9, obţinem Y ∗(z) =
n∑

k=0

X∗(z)
1

zk
= X∗(z)

1− 1
zn+1

1− 1
z

, de unde rezultă funcţia de transfer T (z) =

Y ∗(z)

X∗(z)
=

zn+1 − 1

zn−1(z − 1)
. ⌋
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Capitolul 5

Alte transformări

5.1 Transformarea Mellin

Dacă ı̂n formulele directă şi de inversare ale transformării Fourier se aplică
schimbările de variabile şi de funcţii

p = iω, x = et, f(lnx) → f(x), f̂
(p
i

)
= F (p)

se obţin: definiţia transformatei Mellin a unei funcţii original f

M[f(x)] = F (p) =

∞∫
0

f(x)xp−1dx, α < Re p < β

şi formula de inversare

f(x) =
1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

F (p)x−pdp.

Proprietăţi

1. Liniaritate.

M[αf(x) + βg(x)] = αM[f(x)] + βM[g(x)], ∀α, β ∈ C.

2. Asemănare.

M[f(ax)] =
1

ap
M[f(x)], a > 0.

3. Derivarea originalului.

M[f ′(x)] = −(p− 1)F (p− 1), α < Im (p− 1) < β,

163
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M
[(
x
d

dx

)(n)
f(x)

]
= (−1)npnF (p).

4. Derivarea imaginii.

M[f(x) lnx] = F ′(p).

5. Integrarea originalului.

M
[ x∫
0

f(t)dt
]
= −F (p+ 1)

p
.

6. Produsul de convoluţie.

M
[ ∞∫
0

tcf(xt)g(t)dt
]
= F (p)G(c− p+ 1), c > 0.

7. Produsul originalelor.

M[f(x)g(x)] =
1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

F (s)G(p− s)ds.

Exemple

1. M[e−ax] =
Γ(p)

ap
, Re p > 0.

2. M[e−a2x2
] =

1

2ap
Γ
(p+ 1

2

)
.

3. M
[ 1

1 + x

]
=

π

sin(pπ)
.

4. M[eiax] =
Γ(p)

ap
eipπ/2, 0 <Re p < 1.

5. M[cos(ωx)] =
Γ(p)

ωp
cos

pπ

2
, 0 <Re p < 1.

6. M[sin(ωx)] =
Γ(p)

ωp
sin

pπ

2
.

7. M[Jν(x)] =
2p−1Γ

(ν + p

2

)
Γ
(ν − p

2
+ 1
) , −ν <Re p < ν + 2.
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5.2 Transformarea Hankel

Fie f :]0,∞[→ R o funcţie care satisface condiţiile lui Dirichlet: ı̂n orice
interval finit [a, b], 0 < a < b, f are cel mult un număr finit de puncte de
extrem şi de puncte de discontinuitate de speţa ı̂ntâi.

Transformarea Hankel de ordinul ν a funcţiei f este funcţia

Hν [f(x)] = Fν(s) =

∞∫
0

xf(x)Jν(sx)dx, s ∈ (0,∞), ν ∈ R+

unde Jν este funcţia Bessel de ordinul ν ∈ (0,∞),

Jν(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ν + n+ 1)

(x
2

)2n+ν
.

Operatorul Hν se numeşte transformarea Hankel de ordinul ν.
Formula de inversare este

f(x) =

∞∫
0

sFν(s)Jν(sx)ds.

Proprietăţi

1. Liniaritate.

Hν [αf(x) + βg(x)] = αHν [f(x)] + βHν [g(x)], ∀α, β ∈ R.

2. Asemănare

Hν [f(ax)] =
1

a2
Fν

(s
a

)
.

3. Derivarea originalului.

Hν [f
′(x)] = −s

[ν + 1

ν
Fν−1(s)−

ν − 1

2ν
Fν+1(s)

]
,

Hν [x
ν−1
(
x1−νf(x)

)′
] = −sFν−1(s),

Hν [x
−ν−1

(
x1+νf(x)

)′
] = sFν+1(s).

4. Hν [e
−sxf(x)] = L[xf(x)Jν(sx)].

5. Ecuaţia lui Bessel.

Hν

[
f ′′(x) +

1

x
f ′(x)− ν2

x2
f(x)

]
= −s2Fν(s).
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6. Relaţia lui Parseval.
∞∫
0

sFν(s)Gν(s)ds =

∞∫
0

xf(x)g(x)dx.

Exemple.

1. Hν [x
ν−1e−px] =

2νΓ
(
ν + 1

2

)
sν

√
π
(
p2 + s2

)ν+ 1
2

2. Hν [x
p−1] =

2pΓ
(

1
2ν + 1

2p + 1
2

)
sp+1Γ

(
1
2ν − 1

2p + 1
2

) .
Aplicaţie. Propagarea căldurii ı̂ntr-un disc de rază R pentru o rată de

intrare constantă q are ca model ecuaţia căldurii ı̂n coordonate polare pentru
u(r, z)

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+
∂2u

∂z2
= 0

cu condiţia

∂u

∂z
(r, 0) =

{
− q

cR2
, r < R,

0, r > R.

Aplicând transformarea Hankel H0 ı̂n raport cu r se obţine problema

∂2U

∂z2
(s, z)− s2U(s, z) = 0,

∂U

∂z
(s, 0) = − q

csR
J1(sR)

unde U(s, z) = H0 [u(r, z)].

Soluţia mărginită a acestei ecuaţii este U(s, z) =
q

csR
J1(sR)e

−sz de unde

rezultă temperatura ı̂n disc

u(r, z) =
q

sR

+∞∫
0

J0(sr)J1(sR)s
−1e−szds.

5.3 Transformarea Hilbert

Transformata Hilbert a unei funcţii f ∈ L2 este funcţia f̂ = H[f ] ∈ L2

definită de

H[f(x)] = f̂(t) =
1

π
v.p.

∞∫
−∞

f(x)

t− x
dx =

1

π
v.p.

∞∫
−∞

f(t− x)

x
dx.
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Operatorul H : L2 → L2 se numeşte transformarea Hilbert. Formula de
inversare este

f(x) = H−1[f̂(t)] = − 1

π
v.p.

∞∫
−∞

f̂(t)

x− t
dt.

Proprietăţi.

1. H−1 = −H, H2 = −id, H4 = id.

2. F[f̂(t)] = i · sgnω · F[f(x)](ω).

Transformări discrete

5.4 Transformarea Z bilaterală

Fie f : Z → C cu proprietatea: ∃M > 0, R− > R+ > 0 astfel ı̂ncât
|f(t)| 6MRt

− pentru t = −1,−2, ...şi |f(t)| 6MRt
+ pentru t = 0, 1, 2, ...·

Transformata Z bilaterală a funcţiei f este definită de

F ∗
II
(z) = ZII [f(t)] =

∞∑
t=−∞

f(t)z−t, Rf
+ < |z| < Rf

−

unde Rf
− şi Rf

+ sunt cel mai mare R−, respectiv cel mai mic R+ cu proprietatea
de mai sus.

Transformata Z bilaterală se poate descompune ı̂n suma a două transfor-
mate unilaterale:

F ∗
II
(z) = F+(z) + F−(z),

F+(z) =
∞∑
t=0

f(t)z−t, |z| > Rf
+,

F−(z) =

−1∑
t=−∞

f(t)z−t, |z| < Rf
−.

Formule de inversare:

i). f(t) =
1

2πi

∮
|z|=r

FII (z)z
t−1dz, t ∈ Z, Rf

− < r < Rf
+.

ii). f(t) =


1

t!
F+

(1
z

)(t)∣∣∣
z=0

, t = 0, 1, 2, ...

1

(−t)!
F−(z)

(−t)
∣∣∣
z=0

, t = −1,−2, ....,
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unde F ∗
II
(z) = F+(z) + F−(z), F+ şi F− sunt funcţii olomorfe pe domeniile

|z| > Rf
+
, respectiv |z| < Rf

− .

Exemplu. Pentru f(t) =

{
1, t = 0, 1, 2, ...,
at, t = −1,−2, ...

a ∈ C, |a| > 1, rezultă

Rf
+
= 1 şi Rf

− = |a|.
Atunci, ı̂n coroana circulară 1 < |z| < |a| se obţin, utilizând seria geomet-

rică:

F+(z)=

∞∑
t=0

z−t =
z

z − 1
, F−(z)=

−1∑
t=−∞

atz−t=

∞∑
t=0

a−tzt−1=
a

a− z
−1 =

z

a− z
,

deci

FII (z) =
z

z − 1
+

z

a− z
=

z(1− a)

(z − 1)(z − a)
.

5.5 Transformarea Walsh

Se consideră numerele q, n ∈ N, q > 2, n > 1, N = qn şi mulţimea
N = {0, 1, ..., N − 1}. Pentru k ∈ N se notează cu ki coeficientul lui qi din
scrierea q-adică a lui k: k = kn−1q

n−1 + kn−2q
n−2 + · · · + k1q + k0 şi se

consideră numerele

αi(k) =

{
ki + ki−1 (mod q) 1 6 i 6 n− 1,
kn−1, i = n.

Se numesc funcţii Walsh (̂ın baza q) funcţiile constante pe porţiuni definite
de relaţia

wal(k, t) =

n∏
i=1

ri(t)
αi(k)

unde ri(t) = sgn(sin qiπt) sunt funcţiile lui Rademacher.
Funcţiile Walsh sunt ortogonale pe [0, 1], adică

⟨
wal(k, ·),wal(l, ·)

⟩
=

1∫
0

wal(k, t)wal(l, t)dt = 0, pentru k ̸= l.

Transformata Walsh discretă (TWD) a unei funcţii x : N → R, x =
(xk)k∈N este funcţia X = (Xm)m∈N,

Xm =
1

N

N−1∑
t=0

xtwal(m, t), m ∈ N.
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Transformata Walsh discretă inversă a funcţiei X = (Xm)m∈N este
x = (xt)t∈N

xt =

N−1∑
m=0

Xmwal(m, t), t ∈ N.

Se consideră matricea W = [wij ]06i,j6N−1, unde wij = wal(i, j) şi vectorii

coloană x̃ = [x0 , x1, ..., xN−1]
T , X̃ = [X0 , X1, ..., XN−1]

T . Matricea W este
simetrică. Atunci aceste relaţii se pot scrie sub forma

X̃ =
1

N
Wx̃, x̃ =WX̃.

5.6 Transformarea Haar

Se consideră N = 2q, q ∈ N. Se numesc funcţii Haar funcţiile har(k, t) :
[0, 1] → R definite de relaţia

har(2q +m, t) =



√
2q,

m

2q
6 t <

m+ 1
2

2q
,

−
√
2q,

m+ 1
2

2q
6 t <

m+ 1

2q
,

0, ı̂n rest.

Funcţiile Haar sunt ortogonale pe [0,1].

Transformata Haar discretă (THD) a unei funcţii x : N → R, x =
(xk)k∈N este funcţia

Xm =
1

N

N−1∑
t=0

xthar(m, t), m ∈ N.

Transformata Haar discretă inversă a funcţiei X = (Xm)m∈N este
x = (xt)t∈N

xt =

N−1∑
m=0

Xmhar(m, t), t ∈ N.

Se consideră matricea H = [hij ]06i,j6N−1, unde hij = har(i, j) şi vectorii

coloană x̃ = [x0 , x1, ..., xN−1]
T , X̃ = [X0 , X1, ..., XN−1]

T . Relaţiile de mai sus
se pot scrie sub forma

X̃ =
1

N
Hx̃, x̃ = HT X̃.
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5.7 Transformarea Laplace bidimensională hibridă

Funcţia f : R × Z → C se numeşte funcţie original dacă are proprietăţile
următoare:

i) f(t, k) = 0 dacă t < 0 sau k < 0;
ii) f(·, k) este continuă pe porţiuni ı̂n R, ∀(k) ∈ Z+;
iii) ∃Mf > 0, σf > 0, Rf > 0 astfel ı̂ncât |f(t, k)| 6Mfe

σf tRk
f , ∀(t, k) ∈

R+× Z+.
Pentru orice original f , funcţia

L1,1[f(t, k)] = F (s, z) =

∞∫
0

∞∑
k=0

f(t, k)e−stz−kdt, s, z ∈ C.

se numeşte transformata Laplace bidimensională hibridă (2D) a funcţiei f .
Operatorul L1,1 se numeşte transformarea Laplace bidimensională hibridă.
Integrala improprie este absolut convergentă ı̂n domeniul

D(f) =
{
s ∈ C |Re s > σf

}
×
{
z ∈ C | |z| > Rf

}
şi uniform convergentă ı̂n orice domeniu

D′(f) =
{
s ∈ C |Re s > σ′

}
×
{
z ∈ C | |z| > R′}, unde σ′ > σf şi R′ > Rf .

Proprietăţi.

1. Liniaritate. Pentru orice funcţii original f şi g şi orice α, β ∈ C

L1,1[αf(t, k) + βg(t, k)] = αL1,1[f(t, k)] + βL1,1[g(t, k)].

2. Asemănare. Dacă f(t, k) = 0 pentru k ̸= nl, l = 0, 1, ...., n ∈ N∗, atunci
∀a > 0, s, z ∈ C, Re s > aσf , |z| > Rn

f ,

L1,1[f(at, nk)] =
1

a
F
(s
a
, z1/n

)
.

3. Prima teoremă de ı̂ntârziere.

∀a ∈ R+, n ∈ N, L1,1[f(t− a, k − n)] = e−saz−nF (s, z).

4. A doua teoremă de ı̂ntârziere. ∀a ∈ R+, n ∈ N

L1,1[f(t+ a, k + n)] = esaxn
[
F (s, z)−

a∫
0

e−stZ[f(t, k)]dt−
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−
n−1∑
k=0

z−kL[f(t, k)] +

a∫
0

n−1∑
k=0

f(t, k)e−stz−kdt

]
,

unde L şi Z reprezintă transformarea Laplace (1D) şi transformarea Z.

5. Deplasare. Dacă a ∈ C, b ∈ C∗, atunci

L1,1[e
atbkf(t, k)] = F

(
s− a,

z

b

)
, ∀s, z ∈ C, Re s > Re a+ σf , |z| > |b|Rf .

6. Derivare şi ı̂ntârziere. Dacă f (n) =
∂nf

∂tn
este funcţie original, atunci

L1,1[ḟ(t, k + 1)] = szF (s, z)− szL[f(t, 0)]− zZ[f(0+, k)] + zf(0+, 0),

L1,1[ḟ(t, k)] = sF (s, z)− Z[f(0+, k)],

L1,1[f(t, k + 1)] = z
(
F (s, z)− L[f(t, 0)]

)
,

L1,1[f
(n)(t, k)] = snF (s, z)−

n−1∑
i=0

sn−i−1Z[f (i)(0+, k)],

L1,1[f(t, k +m)] = zm
(
F (s, z)−

m−1∑
j=0

L[f(t, j)]z−j
)
,

L1,1[f
(n)(t, k +m)] = snxmF (s, z)− sn

m−1∑
j=0

L[f(t, j)]zm−j−

−zm
n−1∑
i=0

Z[f (i)(0+, k)]sn−i−1 +
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

f (i)(0+, j)sn−i−1zm−j , m, n ∈ N∗.

7. Derivare şi diferenţă. Diferenţa funcţiei original f(t, k) este funcţia

∆f(t, k) =

{
0, k < 0,

f(t, k + 1)− f(t, k), k > 0.

Dacă ḟ este funcţie original, atunci

L1,1[∆ḟ(t, k)] = s(z−1)F (s, z)− szL[f(t, 0)]− (z−1)Z[f(0+, k)]+ zf(0+, 0).

8. Derivarea imaginii. Pentru orice q, r ∈ N,

L1,1[(−1)q+rtqk(k + 1) · · · (k + r − 1)f(t, k)] = zr
∂q+rF

∂sq∂zr
(s, z).
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9. Sumă şi integrarea originalului. Suma funcţiei original f(t, k) este funţia

Sf(, k) =


0, k 6 0,

k−1∑
l=0

f(t, l), k > 1.

Atunci

L1,1

[ t∫
0

Sf(τ, k)dτ
]
=

F (s, z)

s(z − 1)
.

10. Integrarea imaginii.

L1,1

[f(t, k)
tk

]
=

∞∫
0

∞∫
0

F (τ, ζ)

ζ
dτdζ

dacă integrala improprie este convergentă.

11. Convoluţie. Produsul de convoluţie 2D continuu-discret al funcţiilor
original f(t, k) şi g(t, k) este operatorul ∗2 definit de

(
f ∗2 g

)
(t, k) =


0, pentru t < 0 sau k < 0,

t∫
0

k∑
l=0

f(τ, l)f(t− τ, k − l)dτ, pentru t > 0 şi k > 0.

Atunci
L1,1[

(
f ∗2 g

)
(t, k) = F (s, z)G(s, z).

12. Produsul originalelor. Pentru σf < a < Re s− σg, Rf < r <
|z|
Rg

.

L1,1[f(t, k) · g(t, k)] = − 1

4π2

a+i∞∫
a−i∞

( ∮
|z|=r

F (q, ζ)G
(
s− q,

z

ζ

)dζ
ζ

)
dq.

13. Valoarea iniţială.
Dacă lim

t→0
t>0

f(t, , 0) = f(0+, 0) există, atunci

f(0+, 0) = lim
s→∞

lim
z→∞

sF (s, z).
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14. Valoarea finală.

lim
t→∞

lim
k→∞

f(t, k) = lim
s→0

lim
z→1+

s(z − 1)F (s, z)

dacă limitele există.

15. Formule de inversare.

i) f(t, k) = − 1

4π2

a+i∞∫
a−i∞

( ∮
|z|=r

F (s, z)zk−1dz
)
estds, a > σf , r > Rf ,

ii) f(t, k) =
1

2πik!

a+i∞∫
a−i∞

∂kF (s, z−1

∂zk

∣∣∣
z=0

estds,

iii) f(t, k) =
1

k!

n∑
j=1

Rez
(∂kF (s, z−1)

∂zk
est, sj

)
,

unde s = sj , j ∈ {1, ..., n} sunt punctele singulare ale funcţiei
∂kF (s, z−1)

∂zk
.

iv) f(t, k) =
rk

4π2i

a+i∞∫
a−i∞

( π∫
−π

F (s, reiθ)eikθdθ
)
estds, a > σf , r > Rf .

v) Dacă F (s, z) are dezvoltarea ı̂n serie Laurent

F (s, z) =

∞∑
n=1

∞∑
m=0

amns
−nz−m,

atunci funcţia original are dezvoltarea ı̂n serie Taylor

f(t, k) =
∞∑
n=1

∞∑
m=0

amn

(n− 1)!
tn−1δ(k −m),

unde δ este funcţia impuls discretă δ(k) =

{
1, dacă k = 0,
0, dacă k ̸= 0.

Aplicaţii.

1. Ecuaţii diferenţiale şi cu diferenţe

Se consideră ecuaţii de forma

a0∆ẋ(t, k) + a1ẋ(t, k) + a2∆x(t, k) + a3x(t, k) = f(t, k)

cu condiţiile la frontieră

x(0, 0) = x0 ; x(t, 0) = g(t), t ∈ R+; x(0, k) = h(k), k ∈ Z+
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unde x(t, k), f(t, k), ∆ẋ(t, k) =
∂x(t, k + 1)

∂t
− ∂x(t, k)

∂t
sunt funcţii original,

g(t) şi h(t) sunt funcţii original 1D continuă, respectiv discretă şi g(0) = h(0) =
x0 , a ∈ R, i = 0, 3, x0 ∈ R.

Se aplică transformarea Laplace bidimensională hibridă 2D. Cu notaţiile:

X(s, z) = L1,1[x(t, k)], G(s) = L[g(t)], H(z) = Z[h(k)]

şi ţinând seama de proprietăţile 1 şi 7 se obţine ecuaţia algebrică

a0

[
s(z − 1)X(s, z)− (z − 1)H(z)− szG(s) + zx0

]
+ a1

[
sX(s, z)−H(z)

]
+

+a2
[
(z − 1)X(s, z)− zG(s)

]
+ a3X(s, z) = F (s, z)

cu soluţia

H(s, z) =
F (s, z) +

[
a0(z − 1) + a1

]
H(z) + z

(
a0s+ a2

)
G(s)− a0zx0

a0s(z − 1) + a1s+ a2(z − 1) + a3
.

În mod analog se rezolvă problema Cauchy pentru ecuaţii diferenţiale şi
cu diferenţe de forma

N∑
n=0

ln∑
l=0

anl
∂n
(
∆lx(t, k)

)
∂tn

= f(t, k), N, ln ∈ N, anl ∈ R.

2. Matricele de transfer ale sistemelor liniare 2D continue-discrete

Sistemele 2D continue-discrete de tip Roesser au reprezentarea de stare[
ẋh(t, k)

xv(t, k + 1)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

] [
xh(t, k)
xv(t, k)

]
+

[
B1

B2

]
u(t, k),

y(t, k) =
[
C1 C2

] [xh(t, k)
xv(t, k)

]
+Du(t, k)

unde t ∈ R+, k ∈ Z+, ẋ
h(t, k) =

∂xh(t, k)

∂t
; xh(t, k) ∈ Rn1 şi xv(t, k) ∈ Rn2

sunt respectiv starea orizontală şi starea verticală, u(t, k) ∈ Rm este intrarea
(comanda) şi y(t, k) ∈ Rp este ieşirea; A11, A12, A21, A22, B1, B2, C1, C2 şi
D sunt matrice de dimensiuni corespunzătoare.

Se aplică transformarea Laplace bidimensională hibridă 2D şi cu condiţiile
la limită x(0, k) = x(t, 0) = 0, ∀t ∈ R+, k ∈ Z+, se obţine aplicaţia intrare-
ieşire Y (s, z) = H(s, z)U(s, z) unde H(s, z) este matricea de transfer

H(s, z) =
[
C1 C2

] [sIn1 −A11 −A12

−A21 zIn2 −A22

]−1 [
B1

B2

]
+D.
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În mod analog, pentru sistemele 2D continue-discrete de tip Fornasini-
Marchesini

ẋ(t, k+1) = A0x(t, k) +A1ẋ(t, k)+A2x(t, k+1)+B0u(t, k)+B1u̇(t, k)+
B2u(t, k + 1),

y(t, k) = Cx(t, k) +Du(t, k)
se obţine matricea de transfer

H(s, z) = C
(
szI −A0 − sA1 − zA2

)−1(
B0 + sB1 + zB2

)
+D.
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Capitolul 6

Tabele

6.1 Transformarea Fourier

f(x) f̂(ω) =

∫
R

f(x)e−ixωdx

1.
f̂(x) 2πf(−ω)

2.
f(x) f̂(−ω)

3.
af(x) + bg(x) af̂(ω) + bĝ(ω)

4.
f(x− a) eiaω f̂(ω)

5.
f(ax), a ̸= 0 1

|a|
f̂(
ω

a
)

6.
e−iaxf(x), a > 0 f̂(ω + a)

7.
f(ax) cos(bx), a ̸= 0 1

2|a|

[
f̂
(ω − b

a

)
+ f̂

(ω + b

a

)]
8.

f(ax) sin(bx), a ̸= 0 1

2|a|i

[
f̂
(ω − b

a

)
− f̂

(ω + b

a

)]

177
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9.
xnf(x), n ∈ N (i)nf̂ (n)(ω)

10.
f (n)(x), n ∈ N (i)nωnf̂(ω)

11.
(f ∗ g)(x) f̂ ĝ

12.
f(x)g(x) 1

2π
f̂ ∗ ĝ

13.
e−ax, a > 0 1

a+ iω

14.
e−ax2

, a > 0
√
π

a
e−ω2/4a

15.
e−a|x| a > 0 2a

a2 + ω2

16.

A u(
π

2
− |t|) =

{
A, t ∈ [−π

2
,
π

2
]

0, ı̂n rest

2A

ω
sin(

ωπ

2
)

17.

f(t) =

 1 + t, t ∈ [−1, 0]
1− t, t ∈ (0, 1]
0, t /∈ [−1, 1]

2(1− cosω)

ω2
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T T̂
1.

δa e−iωa

2.
δ 1

3.
1

2πδ

4.
tn

2πinδ(n)

5.
u(t)

πδ − i
1

ω

6.

eit
2 √

πe−
i(ω2+π)

4

7.
δ(n) (iω)n · 1

8.
sgn t 1−2i V p

1

ω

9.

V p
1

t
− πi sgn ω

10.
1

t− i0
iπδ + V p

1

ω

11.
1

t+ i0
−iπδ + V p

1

ω

12.
|t| 2V p

1

ω
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6.2 Transformarea Laplace

Nr f F (p)
1.

H(t) 1

p

2.
eat, a ∈ C 1

p− a
, Re p > Re a

3.
sin(ωt), a ∈ C

ω

p2 + ω2

4.
e cos(ωt), a ∈ C

p

p2 + ω2

5.
sh (ωt), a ∈ C

ω

p2 − ω2

6.
ch (ωt), a ∈ C

p

p2 − ω2

7.
tν , ν > −1 Γ(ν + 1)

pν+1
, Re p > 0

8.
tn, n ∈ N∗ n!

pn+1

9.
tneat, n ∈ N∗, a ∈ C n!

(p− a)n+1
, Re p > Re a

10.
t sin(ωt), a ∈ C 2ωp

(p2 + ω2)2
, Re p > |Imω|

11.
t cos(ωt), a ∈ C p2 − ω2

(p2 + ω2)2
, Re p > |Imω|

12.
eat sin(ωt), a ∈ C

ω

(p− a)2 + ω2
, Re p > Re a+ |Imω|

13.
eat cos(ωt), a ∈ C p− a

(p− a)2 + ω2
, Re p > Re a+ |Imω|
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Nr f F (p)
14.

Jn(t), n ∈ N
(√

p2 + 1− p
)n√

p2 + 1

15.

Ln(t) =
1

n!
et[e−ttn](n), n ∈ N (p− 1)n

pn+1

16.
1√
πt

1
√
p

17.
sin(ωt)

t

π

2
− arctg

p

ω
, Re p > |Imω|

18.
eat − ebt

t
ln
p− b

p− a

19.
2

t

(
cos(at)− cos(bt)

)
ln
p2 + b2

p2 + a2

20.
H(t− a), a > 0 e−ap

p

21.
A
(
H(t− a)−H(t− b)

)
, a > 0 < b A

e−ap − e−bp

p

22.
f(t+ T ) = f(t), ∀t > 0, T > 0.
(f periodică de perioadă T )

1

1− e−Tp

T∫
0

f(t)e−ptdt

23.
| sin(ωt)| ω

p2 + ω2
· 1 + e−

π
ω p

1− e−
π
ω p

În tabelul de mai sus f este notaţia pentru funcţiaHf , undeH este funcţia
treaptă a lui Heaviside

H(t) =


1, t < 0,
1

2
, t = 0,

1, t > 1.

.

De exemplu, prin eat este desemnată funcţia H(t)eat =


1, t < 0,

1

2
, t = 0,

eat, t > 0.
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6.3 Transformarea Z

Nr f F ∗(z)

1.

δ(t) =

{
1, t = 0,
0, t ̸= 0.

1

2.

δ(t− n) =

{
1, t = n,
0, t ̸= n.

z−n

3.
f(t) = 1, t = 0, 1, 2, ...

z

z − 1

4.
at, a ∈ C

z

z − a

5.
eλt

z

z − eλ

6.
sin(ωt) z sinω

z2 − 2x cosω + 1

7.
cos(ωt) z(z − cosω)

z2 − 2z cosω + 1

8.
sh (ωt) zshω

z2 − 2zchω + 1

9.
ch (ωt) z(z − chω)

z2 − 2zchω + 1

10.
at sin(ωt) za sinω

z2 − 2az cosω + a2

11.
at cos(ωt) z(z − a cosω)

z2 − 2az cosω + a2

12.
t

z

(z − 1)2

13.
t2 z(z + 1)

(z − 1)2

14.
t3 z(z2 + 4z + 1)

(z − 1)4

15.
( α
t

)
=

=
α(α− 1)...(α− t+ 1)

t!
, α ∈ C

(
1 +

1

z

)α
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Nr f F ∗(z)

16.
tat

az

(z − a)2

17.
t sin(ωt) z

(
(z2 − 1) sinω

)
(z2 − 2z cosω + 1)2

18.
t cos(ωt) z

(
(z2 + 1) cosω − 2z

)
(z2 − 2z cosω + 1)2

19.
Tn(t) = cos(t cosx) z(z − x)

z2 − 2zx+ 1

20.
1

t
, t = 1, 2, ... ln

z

z − 1

21.
(−1)t−1

t
, t = 1, 2, ... ln

(
1 +

1

z

)
22.

at−1

t
, a ∈ C, t = 1, 2, ...

1

a
ln

z

z − a

23.
sin(ωt)

t
, t = 1, 2, ...t3, arctg

sinω

z − cosω

24.
at

t!
, a ∈ C∗ e

a
z

25.
t+ 1

t!
at, a ∈ C

(
1 +

a

z

)
e

a
z

26.
(−a)t

(2t+ 1)!

√
z

a
sin

√
a

z

27.
(−a)t

(2t)!
cos

√
a

z

28.
at

(2t+ 1)!

√
z

a
sh

√
a

z

29.
at

(2t)!
ch

√
a

z

30.

f(t) =

{
0, t = 2k,
2, t = 2k + 1,

k ∈ N
2z

z2 − 1
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ı̂ntârziere (Fourier), 60, 83
ı̂ntârziere (Laplace), 107
şir Cauchy, 6

asemănare (Fourier), 84
Parseval (Fourier), 71

a doua teoremă de ı̂ntârziere(Z), 132
a doua teoremă de ı̂ntârziere (Laplace

2D), 171
asemănăre (Mellin), 163
asemănare (Z), 131
asemănare (Fourier), 60
asemănare (Laplace 2D), 170
asemănare (Laplace), 106
asemănare (Hankel), 165

coeficienţi Fourier, 11
comutativitatea produsului direct, 52
condiţiile Cauchy-Riemann, 24
convergenţă ı̂n medie pătratică, 7
convergenţă punctuală, 7
convergenţă uniformă, 7
convergenţă ı̂n S, 66
convergenţa ı̂n D, 42
convergenţa slabă, 43
convoluţia semnalelor (TFD), 78
corelaţia semnalelor (TFD), 78
criteriul lui Dirichlet, 18

deplasare (Fourier), 60, 83
deplasare (Laplace), 107
deplasare(Laplace 2D), 171
derivare şi ı̂ntr̂ziere (Laplace 2D), 171
derivare şi diferenţă(Laplace 2D), 171

derivarea imaginii (Fourier), 66

derivarea imaginii (Laplace 2D), 172

derivarea imaginii (Laplace), 108

derivarea imaginii (Mellin), 164

derivarea imaginii ı̂n raport cu un parametru
(Z), 140

derivarea imaginii unei distribuţii (Fourier),
82

derivarea imaginii(Z), 134

derivarea originalului (Hankel), 165

derivarea originalului (Laplace), 107

derivarea originalului (Mellin), 164

derivarea produsului de convoluţie (distribuţii),
55

derivarea produsului direct, 53

diferenţa (Z), 134

diferenţa funcţiei f , 134

distribuţia Dirac, 44

distribuţia Heaviside, 44

distribuţie, 42

distribuţie cu suport compact, 47

distribuţie regulată, 43

distribuţie singulară, 44

distribuţie temperată, 79

distribuţie valoare principală, 45

ecuaţia lui Bessel (Hankel), 166

ecuaţii cu diferenţe, 147

egalitatea lui Parseval, 12

fenomenul Gibbs, 19

formula lui Heaviside, 117

formula lui Poisson de ı̂nsumare, 50,
86

184
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formule de inversare (Laplace 2D), 173
formulele lui Sohotski, 46
funcţie continue pe porţiuni, 7
funcţie local integrabilă, 8
funcţie monotonă pe porţiuni, 7
funcţie olomorfă, 24
funcţie original(Z), 127
funcţie original(Laplace 2D), 170
funcţie test, 40
funcţii de pătrat integrabil, 7
funcţii egale a.p.t, 6
funcţii Haar, 169
funcţii periodice la dreapta, 133
funcţii rapid descrescătoare, 66
funcţii Walsh, 168
funcţie imagine, 105
funcţie original, 104

imaginea convoluţiei distribuţiilor
temperate (Fourier), 84

imaginea derivatei (Fourier) , 83
imaginea produsului de

convoluţie (Laplace), 112
imaginea convoluţiei (TFD), 79
imaginea derivatei (Fourier), 67
imaginea produsului (Fourier), 69
imaginea produsului (Mellin), 164
imaginea produsului de convoluţie

(Fourier), 69
imaginea produsului originalelor

(Laplace 2D), 172
inegalitatea lui Bessel, 11
inegalitatea lui Schwarz, 5
integrala de tip Cauchy, 29
integrala Fourier, 22
integrarea imaginii (Z), 136
integrarea imaginii (Laplace), 110
integrarea imaginii (Mellin), 164
integrarea imaginii ı̂n raport cu un

parametru (Z), 141
integrarea imaginii(Laplace 2D), 172
integrarea originalului (Laplace), 109

inversa unei distribuţii, 57
inversiune (Fourier), 68
inversiune (Laplace), 114
inversiune (TFD), 77

lema lui Riemann, 63
liniaritare şi continuitate (Fourier), 67
liniaritatea transformării Z, 130
liniaritatea(Laplace), 105

mulţime neglijabilă, 6

pol de ordin n, 35
prima teoremă de ı̂ntarziere (Z), 131
prima teoremă de ı̂ntârziere (Laplace

2D), 170
problema Cauchy, 90
produs de convoluţie, 8
produs de convoluţie (Z), 137
produsul de convoluţie (distribuţii), 53
produsul de convoluţie (Laplace 2D),

172
produsul de convoluţie (Mellin), 164
produsul direct (distribuţii), 52
produsul originalelor (Z), 137
punct singular, 34

raza de convergenţă a tranformatei func-
tiei (Z), 127

relaţia de incertitudine, 74
relaţia lui Parseval(Hankel), 166
reziduul unei funcţii, 37

schimbarea variabilei unei distribuţii,
47

scufiţa, 41
serie Fourie ı̂n spaţiu Hilbert, 11
serie Fourier de cosinusuri, 15
serie Fourier de sinusuri, 15
serie Fourier sub forma complexă, 15
serie Laurent, 33
serii Fourier trigonometrice, 13
sinus atenuat, 61
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sisteme de comandă discrete, 151

soluţie fundamentală, 88

soluţie generalizată, 87

spaţiu Hilbert, 6

spectrul ı̂n frecvenţă, 60

sumă şi integrarea originalului (Laplace
2D), 172

suma (Z), 135

suma unei funcţii, 135

suma valorilor funcţiei original (Z), 142

suportul unei distribuţii, 47

suportul unei funcţii, 40

teorema de eşantionare, 71

teorema lui Fejer, 20

teorema reziduurilor, 38

transformare Laplace, 105

transformarea Z, 128

transformarea Z inversă, 142

transformarea Fourier, 59

transformata Z, 128

transformata Z bilaterală, 167

transformata cosinus, 71

transformata Fourier, 59

transformata Fourier a unei distribuţii
temperate, 81

transformata Fourier discretă, 75

transformata Haar discretă, 169

transformata Haar discretă inversă, 169

transformata Hankel, 165

transformata Hilbert, 167

transformata Laplace, 103

transformata Laplace bidimensională
hibridă (2D), 170

transformata Mellin, 163

transformata sinus, 71

transformata Walsh discretă, 169

transformata Walsh discretă inversă,
169

valoare finală (Z), 139

valoare iniţială (Z), 138

valoarea finală (Laplace 2D), 173
valoarea iniţială (Laplace 2D), 172
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[33] G. Tătaru: Elemente de teoria distribuţiilor cu aplicaţii ı̂n mecanică, Ed.
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